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SUL COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DELLA MORTALITA.

Nota di Bruno de Finetti (Trieste).

Estratto dal temo LVIII (1934 - xu1) dei Rendiconti del Circolo Matematico dé Palermo.
Adunanza del 22 luglio 1934-x11.

Molto si & scritto recentemente a proposito dell’« etd limite », usualmente indicata
«etd o ». Voglio esporre brevemente il mio punto di vista sull’argomento, sia perché
esso vuol mettere il problema in una luce diversa, sia per giustificare le vedute su cui
si basa il procedimento per il calcolo delle probabilitd di morte nelle etd senili adottato
nella costruzione delle ultime tavole di mortalitd della popolazione italiana, procedi-
mento proposto da me e discusso e approvato dai proff. Gint e GaLvani, quando mi
occupavo di tale lavoro allIstituto Centrale di Statistica *).

1. Considerazioni preliminari, — Indichiamo con I(x) la probabilitd che ha un indi-
viduo, alla nascita, di morire in etd >> x. A parte la terminologia, la I(x) & l'usuale
funzione di sopravvivenza: I(x) moltiplicata per un milione si pud infatti interpretare
come il valor medio (speranza matematica) del numero dei sopravviventi alletd x su
un milione di nascite; /(x) costituisce cioé la fungione di ripartizione del numero alea-
torio X = «durata della vita di un individuo» = «etd alla morte di un individuo »,
ed & precisamente

I(x) = Prob. (X > x)

(per attenersi alla forma piti usuale, « funzione di ripartizione » sarebbe a dirsi la fun-
zione complementare 1 — I(x) = Prob. (X £ x)].

La I(x) & ovviamente funzione mai crescente; come ogni funzione di natura em-
pirica, e come tale solo approssimativamente definita, non hanno senso per essa pro-
blemi che implichino la sua conoscenza perfetta (non-ha senso chiedere ad es. se &
derivabile, lipschitziana, assolutamente continua, ecc.); la si pud tuttavia sempre rap-

1) Cfr. C. Gint e L. GALVANI, Tavole di wmortaliti della popolazione italiana [Annali di Statistica,
S. VI, Vol. VIII (1931)].

Rend. Girc. Matem. Palerme, t. LVII (1934-xnr). — Stampato il 27 dicembre 1934-xu1. 1
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2 BRUNO DE FINETTI

1

presentare, se¢ & utile, mediante una funzione continua e derivabile che coincida con
essa entro i limiti del grado di approssimazione con cui la si pud pensare empirica-
mente definita. Supposto quindi /(x) derivabile, poniamo

p(x) = — v di(x) _ _ dlogl(x) (da cui I(x) = e"‘/:’xp(()d()-

I(x) dx dx ’

come ¢ ben noto, ¢ come la definizione stessa mostra palesemente, p.(x) rappresenta
Vintensita di mortalita, e ciot »(x)dx & la probabilitd che un individuo, vivo all’etd x,
muoia entro il successivo tempuscolo dx. L’opinione comune, in tesi generale confer-
mata dall’esperienza, che la mortalitd peggiora al crescere dell’etd, si esprime matema-
dicamente nel supporre p.(x) crescente; va da sé che si deve escludere il periodo del-
Vinfanzia, ma & da osservare che anche all'infuori di esso si potrebbe essere indotti
ad abbandonare la detta condizione. E noto ad es. che un massimo secondario per i
quozienti grezzi di mortalitd si riscontra generalmente verso i 20-25 anni; per molto
tempo i perequatori si preoccuparono di farlo scomparire, ligi all'idea della monotonia
di p.(x), e ora invece ci si sforza di conservarlo, fatti persuasi che si tratti di un
fenomeno significativo anziché di un’irregolaritd casuale. E un dubbio analogo po-
trebbe presentarsi perfino nelle etd avanzate; dice appunto il Gint ?) osservando i
quozienti di mortalitd della popolazione italiana (1921): « sembrerebbe che, per le etd
intorno al 90° anno e fino verso i 100 'incremento dei cocfhicenti di mortalitd subisca
un arresto, quasi che gli organismi sopravissuti fino a quell’etd possano sfidare impu-
nemente la morte ». Bastercbbe che il fenomeno descritto fosse un po’ pili accentuato
per avere, anziché¢ un «arresto», un «regresso». Non & certo per cid il caso di
fondatamente pensare che anche per tali etd si debba abbandonare la monotonia di
p(x); comunque, e solo questo preme qui rilevare, la monotonia di p(x) non pud
esserc considerata come un assioma o un tcorema o una legge naturale, ma soltanto
come una restrizione che appare ragionevole, e che & spontaneo accettare finché le-
sperienza non obblighi a qualche deroga.

3. | tre possibili andamenti assintotici, — Supposto p.(x) crescente, i casi possibili,
circa 'andamento assintotico di I(x) e p.(x) al crescere di x sono i tre seguenti:

a) esiste un’etd, e sia o, tale che /() = o [mentre I(w — &) > o, per ¢ > o];

b) & 1(x) > o qualunque sia x, e p.(x) cresce oltre ogni limite;

¢) ¢ I(x) > o qualunque sia x, ma p.(x) cresce senza superare un limite supe-

riore p = lim p(x).
P

3) C. GiNy, Sulle tavole di mortalita della popolazione italiana [Atti Istituto Nazionale Assicurazioni,
vol. I, pag. 120].
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SUL COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DELLA MORTALITA. 3

In entrambi i casi b) e ¢) si ha evidentemente lim I(x)=o (perché
Xgp-3 00

f 1 (z)dz = — log I(x). cresce oltre ogni limite).

Nella disamina di questi casi ci si lascia di solito trascinare da pregiudizi o addi-
ritura da frasi prive di un valore logico qualsiasi. Cosi si crede talvolta di giustificare
la prima forma di andamento osservando che la durata della vita umana non pud
essere infinital Altre volte ?) il secondo caso e il terzo si escludono per delle pretese
assurditd che essi conterrebbero, assurditd che sono totalmente illusorie. Basti dire che un
Autore *) non riesce a comprendere come p.(x) possa diventare « maggiore dell’unitd »,
e vorrebbe arrestare la curva I(x) all’etd in cui « p(x) diviene uguale ad 1 ». Si tratta
evidentemente di un inesplicabile equivoco in cui una « densitd di probabilitd » viene
confusa con una « probabilitd »: non p(x) & una probabilitd, ma p(x)dx. Di piy,
non ha neppur senso dire che ¢ minore o maggiore dell’« unitd », perché p.(x) nos
¢ un puro numero, ma una grandezza fisica di dimensione (tempo)™ (come una ve-
locitd angolare): quando € ¢ = 1 nella solita unitd di misura in (anni)™’, & p =100
se espresso in (secoli)™, & p = 1/365 se espresso in (giorni)™", ecc., cosicch¢ qua-
lunque etd x potrebbe considerarsi come etd o, pur di scegliere Punitd di misura in
modo opportuno. Infine, trovare che p non pud superare Pipotetica « unitd » significa-
cadere nel medesimo grossolano abbaglio di chi sostenesse essere impossibile correre
sull’autostrada Roma-Ostia con velocitd di 100 km. (sottinteso, o meglio dimenticato,
all’ora) perché essa & lunga meno di 100 km. °). Un’altra obiezione altrettanto ma
meno palesemente illusoria consiste nell’osservare che la probabilitd annua di morte

_K=x+1)

_ _ -‘/:P(!‘O-()l'(
g(x)=1 16 =1—c

3) Cfr. parecchi scritti di F. INSOLERA ¢ uno di F. Giaccarpr in [Giornale di Matematica Fi-
nanziaria] (dal 1929 in poi).

4) In relazione alle polemiche di cui & fatto cenno nella successiva Nota del Prof. pE FRaNCHIS,
desidero rilevare che il presente articolo era terminato (vedi data) il 6 aprile u. s.; fu il Prof. Can-
TELLI, al quale avevo fin d’allora inviato il manoscritto colla preghiera di esaminarlo, a informarmi
del giudizio in corso all’Accademia dei Lincei, e a consigliarmi di ritardare la pubblicazione per un
senso di riguardo verso uno dei concorrenti.

(Aggiunto sulle bozze; dicembre 1934-x11).

5) La pit chiara idea delle assurdita cui porta tale equivoco & data dall’A. stesso ove definisce
la intensitd ccmplementare 1 — u (x) come una misura istantanea della wvitalitd ! Per tornare al nostro
esempio, sarebbe come definire quale «lentezza» nel percorrere I'autostrada Roma-Ostia il comple-
mento della velocita alla lunghezza del percorso (23 Km.); la velocita di «20 Km.» equivarrebbe
quindi a una «lentezza » di «3 Km. » (essendo una differenza tra lunghezza e velocitd, non posso sa-
pere se si preferisca « 3 Km.» o «3 Km. all’ora»).

(Aggiunto sulle bozze; dicembre 1934-x111).
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4 BRUNO DE FINETTI

avrebbe un flesso ¢/ (x) = o: si trova strano che « gli incrementi delle probabilitd di
morte aumentino fino ad una certa etd dopo la quale rallentano il ritmo di variazione ».
E invece manifesto che, non potendo superare I'uniti, ¢(x) non possa andar crescendo
sempre pit rapidamente! E anche qui un’analoga osservazione: anziché la probabilita
di morte annua si pud considerare, piti in generale, la probabilitd di morte per un’u-
nitd di tempo generica v: e cio¢ la probabilitd g (x) che un individuo, vivo alletd x,
muoia entro un tempo T, ossia in formule

0. (x) = l(:; (—l—) D N .

La ¢(x) precedente non & che una qualunque delle ¢, (x), con nessun’altra par-
ticolaritd che quella di avere T = 1 anno, uguale cio¢ a quella che — per mera con-
venzione — & l'unitd di tempo correntemente usata in simili problemi; il suo « punto
di flesso » non costituisce dunque minimamente una caratterlsnca significativa o so-
stanziale del fenomeno °).

Le precedenti osservazioni mettono in rilievo 'importanza che dovrebbero avere,
anche nel campo statistico-attuariale, quelle considerazioni di « omogeneitd » delle gran-
dezze fisiche e di relativitd delle unitd di misura che sono ormai tanto familiari nelle
scienze sperimentali e nella tecnica. Tali considerazioni risparmierebbera senz’altro, non
solo errori come quelli accennati, ma anche frequenti definizioni puramente- illusorie.

6) Si pud anzi dimostrare che anche l'accettazione di un simile criterio condurrebbe a poter
considerare come eti w un’etd qualunque pur di scegliere opportunamente Punita di tempo T (salvo,
naturalmente, nel caso dell'ipotesi a)). E infatti

o? —fTP( +2)d ({

T =c¢ [ (s + 7) — ¢ ()] — [i(x + 1) — (I,

e quindi & ¢¥(x) > o se e soltanto se

W+ = W@ >+ 1) — ).

Si tratta di dimostrare che, fissata comunque un’etd x (per cui p’(x)> o), tale disuguaglianza non
pud mantenersi verificata per v qualunque, e quindi, fissando v in modo opportuno, si ha gl (x)=o,

ossia x sarebbe, secondo. il criterio criticato, Petd w.
Essendo x fisso possiamo sottintenderlo ; scriviamo

pE+t)=k+4a’t—g¢(r) con k=p(x), a?=p'(x), cosiccht ¢’(0)=o.

La disuguaglianza diviene o (t) > [@* 7 4 ¢ (7)]%, da cui, essendo o(t) =—a?t 4 atg(xt) la so-
luzione dell’equazione differenziale che si ottiene cambiando il segno > in =, si deduce che dev'es-
sere ¢ (1) > — o’ 7 -]- atg («71), p(x 4 1) > p(x) 4 atg(=1). Cid & assurdo (allinfoori dellipotesi

a)) percht p diverrebbe infinita a distanza finita (e precisamente per un’etd inferiore ad x4

zV«'(x>)'
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SUL COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DELLA MORTALITA.

3. Esame del tre casi,
a) Se

l(@)=o0 (l(we—e)>0 per e > o)

¢ necessariamente lim p(x) = oo, ed anzi p(x) & infinito d’ordine non inferidre ad
x>0 )

1. Dev’essere infatti

- plz)d w
o=l =R i =

Dal punto di vista del significato, si osservi poi (collo STEFFENSEN) che, se si
avesse un individuo di et w — ¢ (¢ comunque piccolo; ad es. ¢ =1 giorno), do-
vremmo essere sicuri che esso morrd in giornata. Cid & assolutamente innaturale, e
bisogna dunque limitarsi alle due possibilitd successive.

b) Se p.(x) cresce indefinitamente al crescere di x, si ha — qualunque sia la du-
rata (fissa) * —

-0

v = (Futern) i
lim g(x)=1 (¢ infatti 1—g (x)=¢ Jowees <™, e ™eao  per  p(x)mso0).

Tale circostanza conduce a una conseguenza del tutto simile a quella precedente-
mente rilevata: scelto infatti ¢ a piacere, ad es. ¢ = 1 giorno, e 6 comunque piccolo
si pud scegliere x abbastanza grande perch¢ la probabilitd che un individuo di etd x
sopravviva un giorno sia inferiore a 6. Anche tale fatto & da scartare: ¢ intuitivo in-
fatti che allorquando si riesca a raggiungere un’etd molto avanzata non per questo si
ha una quasi certezza di morte entro un giorno. Non rimane dunque se non lultima

alternativa, e mi propongo di dissipare le diffidenze che mi sembra essa susciti senza
ragione.

¢) Se p(x) cresce tendendo assintoticamente a g, anche g_(x) cresce tendendo
assintoticamente ad un valore minore di 1, e precisamente

lim ¢ .(x) =1 — ™,

X330
La vita media tende a f et = —f.—, la vita probabile a logz = 0,59 .
° o

B N
Per quanto inconsueta, tale ipotesi mi sembra l'unica corrispondente al modo

istintivo di pensare di ciascuno di noi; leggendo di un tizio vecchissimo penseremo si
che poco gli rimarrd ancora di vita, ma forse non valuteremo mai superiore a 1/2 la
probabilitd che egli muoia entro 1 anno, per grande che sia x, certo non valuteremo
mai superiore a 1/2 la probabilitd che muoia entro un giorno! Io credo che il nostro
stato d’animo nel valutare la presumibile sopravvivenza di individui vecchissimi corri-

sponda circa a supporre l'esistenza di g e a valutarlo dell’ordine di grandezza tra o,25
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6 BRUNO DE FINETTL

(vita probabile circa 3 anni) e 1,40 (vita probabile circa 1/2 anno) in (anni)™*. Ri-

feriamoci per semplicitd al caso p. = 0,69, vita probabile 1 anno; vuol dire che, al
di 13 di un’eti, sufficentemente alta, le probabilitd di sopravvivere uno, due, ..., n
anni ancora si valutano allo stesso modo della probabilitd di ottenere testa una,
due, ..., n volte di seguito gettando una moneta. E ben noto quanto poco sia pro-
babile che una moneta mostri testa # volte di seguito per # alquanto grande, & pure
certo che una serie di 7 «neri» alla roulette di Montecarlo non si sard mai verificata
se non per n relativamente piccolo. Come mostra tale-analogia, il fatto ovvio che le
durate di vita di un qualunque insieme finito di individui sono superiormente limitate
non richiede dunque, per essere spiegato, I'ipotesi I(w) = o né quella p.(x) »> o;
anche la terza ipotesi ne di una spiegazione perfettamente convincente.

4. L'w eta estrema n, — Nel caso a) '« etd estrema », o, ha un significato preciso;
nel secondo caso si & tentato trovarlo secondo i ragionamenti illusori precedentemente
criticati. Si tratterebbe, nel primo caso veramente, nel secondo erroneamente, di con-
cludere che esiste un’etd o che non pud essere superata.

Una tale etd, nei casi b) e ¢), non esiste. Si possono perd studiare due problemi
che conducono a concetti pilt o meno analoghi, che vanno tuttavia ben distinti concet-
tualmente tra loro e da quello precedente.

Il primo & quello trattato da GuMBeL 7): dati # individui, la massima etd rag-
giungibile da uno di essi ¢ un numero aleatorio la cui funzione di ripartizionc &

(1 —1 (x))"- Il problema non differisce, salvo la particolare interpretazione, dal pro-

blema generale dello studio della legge di probabilitd dei valori estremi in un insieme
finito di numeri aleatori indipendenti seguenti la medesima legge di probabilitd ®).

Il secondo & quello indicato da STEFFENSEN 9), e che vorrei ulteriormente chiarire.
Si tratta non di un problema effettivo ben determinato, ma di una questione di suf-
ficenza in certe approssimazioni. Qualcosa di analogo al problema di determinare
quanti termini di una serie convergente si debbano usare in pratica per un calcolo
numerico, o, pili elementarmente ancora, con quante cifre decimali si debbano prendere
certi valori. In qualunque problema di questo genere bisogna perd tener ben presente
che un certo grado di approssimazione si pud dire sufficente o insufficente non per

7) E. J. GumBgr; L’etd limite [Giornale Istituto Italiano Attuari, A. V, n°® 1, genn. 1934-X11].

8y Cfr. R. voN Misks, Ueber die Variationsbreite einer DBeobachtungsreibe [Sitzungsberichte der
Berlincr, Math. Ges., (Ott. 1922)]; B. pE FINeTTI, Sulla legge di probabilitd degli estremi [Metron,
Vol. 1X, n' 3.4 (1932)]1; R. A. FisNER, Limiting formes of the frequency distribution of the largest a
smallest membre of a sample [Proc. Cambridge Math. Soc. vol. XXIV, pt. 2 (1928)].

9) J. F. STEFFENSEN, Some recent researches in the Teory of statistics and actuarial sciences [Cam-
bridge, University Press (1930)].
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SUL COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DELLA MORTALITA. 7

s¢ stesso, ma soltanto in relazione a un certo determinato scopo: dire, in generale,
che, x; ... x, sono valori sufficentemente approssimati di x, ... x, ha un senso sol-
tanto se si precisa la frase aggiungendo «agli effetti del calcolo di una funzione di
tipo determinato f(x, ... x,), il cui valore interessa a un certo determinato SCOpo.».
Nel caso in esame, I'assumere come «etd limite » una certa etd o, significhera sosti-
tuire ad I(x), per x X\ o, il valore approssimato o; I'approssimazione sard a ritenersi
praticamente sufficente o non sufficente a seconda che, eseguendo i calcoli sulla base
di tali valori approssimati anziché di quelli esatti, le differenze nelle grandezze interes-
santi per la matematica attuariale risultino trascurabili o non trascurabili relativamente
all'ordine d’approssimazione richiesto per le applicazioni concrete. Poiché gli usuali cal-
coli attuariali sono basati sulle tavole di commutazione, si presenta spontanea a prima
vista I'idea che basti preoccuparsi dei valori ivi contenuti, e richiedere cioé che lerrore
da cui vengono ad essere affetti non influisca sulle cifre decimali che nella tavola di
commutazione si vogliono far figurare. L’etd » avrebbe quindi un senso, vago si, ma
unico e assoluto, nel senso che potrebbe valere per qualunque problema. E questa I’o-
pinione dello STEFFENSEN, ed & anche giusta in quanto una stessa etd @ pud valere,
nel senso ora detto, per la guasi totalitd dei problemi. Ma, dal punto di vista concet-

tuale, mi sembra meriti d’esser lumeggiato il significato relativo della definizione. Se.

ad es. un’assicurazione stramba prevedessc un capitale fortissimo in caso di vita a
un’etd un po’ superiore all’etd o scelta col precedente criterio, ¢ chiaro che un’assicu-
ratore non potrebbe piti considerare trascurabile il valore di tale impegno; esso & in-
vece trascurabile se tale capitale & il termine di una rendita costante, dato che il valore
di un termine cosi lontano e poco probabile ha un’influenza mifiima sul valore com-
plessivo della rendita. O anche nel caso della rendita, se il vitaliziato avesse un’etd
vicinissima ad ©, ad es. @ — 1, sarebbe certamente imprudente da parte dell’assicura-
tore non tenere nessuna riserva sotto il pretesto che alla prossima scadenza Passicurato
avrebbe etd w, e la I(x) diviene praticamente trascurabile. Ogni problema, a rigore,
richiede una propria determinazione dell’etd w; per qualche problema artificiale o - po-
trebbe addirittura non esistere, come ad es. per una rendita crescente in modo suffi-
centementc rapido da dar luogo a una serie divergente di valori attuali, analogamente
a quanto avvicne nel bernoulliano « paradosso di Pietroburgo ». In pratica, ripetiamo,
date le forme d’assicurazione in uso e le etd generalmente non troppo avanzate degli
individui con cui si ha a che fare, un unico valore di w pud ben ritenersi sufficente,
e potrebbe anche, per la grandissima parte dei casi, essere scelto ancora molto pit
basso (forse anche intorno a go anni).

5. L'estrapolazions dei quozienti senill, — Come passare dalla teoria alla pratica, e
tener conto di simili considerazioni nella costruzione di una tavola di mortaliti?

Per i calcoli attuariali ben difficilmente potrd apparire vantaggioso allontanarsi
dalla tanto servizievole formula di GompeErz-MAKEHEAM, che, come & noto, rientra nel
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8 BRUNO DE FINETTIL

caso b); ncllo stesso caso J) rientra del resto anche la formula gaussiana, la cui ap-
plicazione al presente problema & proposta da GumseL *°).

Per lo scopo pit propriamente descrittivo che si propongono le tavole di morta-
lita della popolazione, non si richiede invece 'adattamento di una funzione piti o
meno teoricamente giustificata, ma soltanto un metodo di aggiustamento, specialmente
indispensabile nelle etd senili, ove scarsissimi sono i dati e forti, quindi, gli sbalzi.
Cosi posto, il problema consente una ben larga libertd di movimenti, e si ha la possi-
bilitd di scegliere qualunque andamento, secondo si ritiene pit opportuno.

Il primo, etd w prefissata, era stato generalmente adottato in occasione dei pre-
cedenti censimenti. Come etd o si pud, o assumere senz’altro Ietd della persona pit
vecchia, o determinare, con un qualunque procedimento di estrapolazione, quando ad
I(x) convenga far raggiungere lo zero, rispettivamente a ¢(x) Punitd.

Il secondo e il terzo conducono invece a un’estrapolazione dei quozienti di mor-
talitd ¢(x) in modo da farli tendere assintoticamente a un valore che & rispettivamente
o uguale all’unitd, o minore. Per le ragioni esposte, la soluzione pit ragionevole mi
sembra quest’ultima; tuttavia, nella costruzione, cui ho accennato, delle ultime tavole
di mortalitd italiane, sembrd preferibile attenersi alla seconda **) per evitare una scelta
che, mancando di sufficenti basi statistiche, sarebbe stata eccessivamente arbitraria.

Determinare infatti il valore limite ¢ == 1 — ¢™* della probabiliti di morte in
base al materiale disponibile per la costruzione delle tavole di mortaliti era affatto
sconsigliabile, non solo per la scarsezza, e quindi irregolariti, dei dati, ma anche per
la forte influenza di possibili inesattezze. II modo piti opportuno per determinare ¢
dovrebbe consistere ncl seguire tutti gli individui di etd molto alta in una dcterminata
popolazione, vedere che su # individui che hanno raggiunto l'etd, ad es. di 90 (op-
pure 95, 100, anni), n,, n,, ..., n,, ... sopravvissero alle etd 91, 92, ..., 905, ...,
e determinare finalmente ¢ in modo che sia all’incirca -Z”— = ¢"~*. Mi astengo di pro-

!
posito da ogni tentativo di concretare in un metodo preciso questa che dovrebbe es-
sere soltanto 'idea direttiva; cid non avrebbe alcun intcresse se non in vista di un’e-
ventuale applicazione, che spero sard possibile sulla base dei dati sui longevi che I'I-
stituto Centrale di Statistica si propone di raccogliere sistematicamente.

Trieste, 6 aprile 1934-x11.

Bruno pE FINETTL

10) E. J. GuwmseL, loc. cit.

I1) Per maggiori dettagli cfr. C. Gint e L. Garvawni, Op. cit.,, pag. 32 e pagg. 73-89. Si terrd
nota perd che i numeri delle figure sono spostati rispetto ai riferimenti nel testo; ove nel testo si
parla di «fig. 14» si deve intendere ﬁg 16, la «fig. 15 » del testo & la fig. 15, le ﬁgg 16, 17, 18, del
testo sono le 17, 18, 19.

Il metodo adottato consiste nel perequarc il diagramma in scala logaritmica delle probabilitd di
morte mediante un’iperbole con un asintoto corrispondente a g==1 (ossia log g==0), facendola passare
per i quozienti relativi alle eta 70, 80, 90, determinati in modo diretto.
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