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LE ISOMERIE VETTORIALI
E UNA FORMULA DI CISOTTI
PER GLI SPOSTAMENTI RIGIDI

Nota del prof. Bruno pE FiNETTI

(Adunanza del 18 gennaio 1934, X11)

Sunto. — Si mostra come la formula di Cisotti per gli spostamenti
rigidi fornisca una nuova ed elementare forma canonica per le isomerie
vettoriali, che possono cosi venir individuate mediante un unico vet-
tore. Tale forma si presta bene allo sviluppo di un effettivo algoritmo,
assolutamente intrinseco, e se ne fa un'applicazione allo studio degli
spostamenti rigidi finiti ¢ loro composizione.

1. — L’espressione vettoriale degli spostamenti rigidi
finiti dedotta recentemente dal Cisotti (!) mi sembra notevole
anche dal punto di vista del calcolo omografico: essa fornisce
infatti una nuova (per quanto mi consta) ed elementare forma
canonica delle isomerie, che vengono, in tal modo, espresse
esplicitamente in funzione di un unico vettore u attraverso
sole e semplici operazioni di calcolo vettoriale (prodotto sca-
lare e vettoriale).

E noto che I’ espressione finora usata

(1) Rotor (p,i) =cos ¢ 4 (1 — cos ¢) H(i,i) +seng.i A\
rispettivamente
aRotor (p,1) = cos ¢ — (1 4 cos ¢) H (i,1) + seng .1 /\

definisce invece le isomerie mediante un vettore unitavio i e
un angolo ¢, attraverso funzioni trascendenti (seno e coseno)
e la « diade n H (i, 1).

(1) Spostamenti rigidi finiti, « Rend. R. Acc. Lincei » Vol. XV],
S. VI, 20 Sem,, fasc. 9, Nov. 1932-XIL.
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82 B. DE FINETTI, [2]

La formula di Cisotti permette invece di giungere alla
seguente espressione affatto elementare

9]

@ v =1t e @A)+ @A) =

= 14— (@A + @A)

—+ 22

che ad ogni vettore u fa corrispondere un’unica isomeria
(eon Iy r(u) =1: ciod una rotazione; le -antirotazioni sono
espresse da — r (u)). Variando u nell’insieme dei vettori, si
ottengono da tale forma — che si potrd chiamare forma di
Cisolti — tutte le isomerie, tranne le rotazioni di 180° attorno
a un asse qualunque i, che corrispondono al caso limite u = « i
per u# —r co. La relazione coll’espressione solita é data da

1 .
u=(tg—§—<p)1.

Vedremo poi che questa forma si presta bene anche allo svi-
luppo di un effettivo algoritmo, assolutamente intrinseco.

2. — Per la dimostrazione, ricordiamo che proprietd ca-
ratteristica delle isomerie & di conservare i moduli:
3) aX X aX=X XX (1),

e la possiamo anche scrivere (a — 1) X X (« 4+ 1) X =0, ossia,
supposto (« 4 1) non sia degenere,
(4) (e —1)(e4+1D1xXX=0.

Tale relazione dice che (« — 1) (« - 1)—! & un’assiale, e cioé (¥)

(!) Notoriamente equivalente alla ax X ay =x X'y, che pure
applicheremo in seguito,

() Cié nell’ordinario spazio a tre dimensioni. Nel caso generale
di uno spazio a n dimensioni si pud ricavare |'espressione

(e—1) (a4 1)—t =y con y assiale
da cui
e=2(l —y)-t—1.

Tale formula esprime sotto forma assoluta il noto teorema di Cayley
sui determinanti ortogonali (cfr. p. es. E. Dascal, I determinanti,
Hoepli 1923, pag. 236 e segg.).
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[3] LE ISOMKRIE VETTORIALI E UNA FORMULA, ECC 83

un’omografia della forma u /\, tale cioé che:

(@ —=D@+1)"x=uAX;

ne scende
B) @—x=uA@+Dx=u/ [« —1)x 4 2X].

Applicando il lemma dimostrato dal Cisotti nel lavoro ci-
tato, secondo cui l’equazione vettoriale X =u/\ (x + v) ha
I’ unica soluzione

1
(6) 1="T_'*_—u—,—n/\(7+n/\v),

si ricava (ponendovi (e — 1) x al posto di x, 2x al posto di v):

(c—1)Xe= —o

1+ FUNQCXH N =T r + r (@A) + @A) x,

eX=X-4

o MATHRA@AR = {1+ 1+1,[(u/\)+(u/\)’]§x,

ossia Ja (1):
a=r(u) =1+ '1‘":*_“1‘7 (@A) + (aA)].

Notiamo subito che xu =1, ossia u & vettore unito per
I’isomeria a = r(u).

3. — Per la nota formula del doppio prodotto vettoriale, &

tANUAX)=((XX)u— (uXu)x=[H(@uu) —u)x,

e si pud quindi anche scrivere (ponendo u = ui)

a1 —— (@A) + H(m,u) — ] =
2ut 24*
=(1—W1_+u’)+ 14 Ha, l)+T—1—t AN =

=cos ¢ 4+ (1 — cos ¢) H(i,1) 4+ sen ¢ .i /\ = Rotor (p,1),

che é la (1), ponendo

1 .
n::tg-—:z-q), ossia ¢ = 2 arctg u;
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84 A B. DE FINETTI, [4]

si giunge cosi facilmente (pin facilmente che per la via usuale,
cfr. A. V. G., I pp.120-126 (1)) all’ espressione solita, e appare
anche, dal confronto, il significato di . Si vede inoltre che
I’ espressione & generale, salvo il caso limite ¢ = 2.

4. — Anziché verificare queste conclusioni riconducendosi
all’ espressione usuale, si poteva dedurle direttamente.

Intanto si verifica subito che r(u) & sempre rolazione
(trasforma una terna di vettori in una terna di uguale orien-
tamento); dalla verifica diretta ci si pud anche esimere osser-
vando che cid & vero per u =0, caso in cui ci si riduce ad
« — 1, e che, essendo r(u)=r( i) funzione continua e mai
degenere di u, I’ I; non pud cambiare segno (*). Nel caso con-
siderato (a - 1 non degenere), a =7 (u) é dunque sempre una
rotazione, e precisamente una rotazione di un angolo a=2urctgu
intorno all’asse 2. Infatti r(u) trasforma manifestamente u in
sé stesso e ogni vettore X ortogonale ad u in un vettore orto-
gonale ad u ruotato di un angolo ¢ tale che -

2 )
T AX+rA@A]X

2t ) ,_l—u’ .

Xx=(1— )T =T

(7) atcosg=axXXX= gx -+

e quindi ¢ = 2arctg u, u=1g - 7 L’angolo ¢ & cosi pie-
namente determinato, sotto la condizione 0 = ¢ <, e non

vimane che a determinare il seuso della rotazione; la rela-
zione seguente
(8) U AXxXex=uAXX(X—X)=
2 (u A x)?
_— M2 V>0
s AR X AT FUA@AR) =2

mostra che esso é sempre positivo, ossiu che la terna u, X, aX
ha sempre lo stesso orientamento che u, X, u A\ X.

(!) A. V. G. Analisi Vettoriale Generale, Bologna, ed. Zanichelli;
vol. I. Trasformaszioni lineari di Burali-Forti e Marcolongo.

() Se supponiamo di conoscere gia la propricta delle isomerie
di avere I; = * 1, si pud dire semplicemente che I non puéd saltare

da +1a—1.
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[5] LE ISOMERIE VETTORIALI E UNA FORMULA, ECC. 8b

Supponiamo ora invece (« -} 1) degenere, e distinguiamo
due casi: o & degenere anche (a« — 1) oppure no. Se (« — 1) noen
é degenere, il ragionamento precedente si applica a f=—a,
ed esiste un unico vettore u tale che g=r(u), ossia a==—r{u).
In tal caso a & awtirolazione (rotazione seguita da cambia-
mento di segno). Rimane il caso in cui sono degeneri tanto
« — 1 che « 4 1: cid vuol dire che esiste un vettore a tale
che (o —1)a =20, ossia a8 =a, e un vettore b tale che
(2 + 1)b =0, ossia ab = —b; per un vettore ¢ ortogonale
ad a e b é necessariamente a¢ = + ¢, dovendo «C essere or-
togonale ad @ e b (z¢c X a=«C X ad=2c¢ X a=0, id. per
«€ X b), ossia parallelo a ¢, ed inoltre avere lo stesso modulo
di ¢. Se a¢ = — ¢, anche per tutti i vettori x complanari con
b e ¢, ossia ortogonali ad &, & «X == -— X, e « rappresenta
quindi una rotazione di 180° intorno ad a. Si pud esprimere
«a=1+42 (i/\)* ove i é uno indifferentemente dei due vettori
unitari paralleli ad a, ed é ovviamente « = lim r(u i). Nel caso

u-—r®
opposto, a¢ =2¢, f==— a & per la stessa ragione una rota-
zione di 180° intorno a b, e quindi « & del tipo
=--1—2 (1A= — lim r(ui).
1 —e-

Il caso in cui né « — 1 né «a 4 1 sia degenere appare impos-
sibile da quanto sopra; cid era a priori ovvio perché ogni omo-
grafia ammette almeno una direzione unita («aX = kXx), e nel
caso di un’isomeria non pud essere che k= + 1.

5. — 3i.noti che i nn. 2 e 4 contengono la completa di-
scussione, classificazione e riduzione a forma canonica delle
isomerie, mentre cid occupa in A. V. G. sei pagine, pur facendo
uso di nozioni e risultati meno elementari e di metodi non
sempre assolutamente intrinseci (considerazione di-una terna
i, j, k).

Vedremo ora inoltre che la forma canonica di Cisotti ora
introdotta si presta in modo facile e diretto a istituire un
effettivo sistema di calcolo sulle isomerie, conducendo in par-
ticolare a un’espressione esplicita del prodotto di due isomerie.

6. — Se a=r1r(u) & una rotazione, & ben noto che

(9) a(XA\Y)=eX/\ay:
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86 B. DE FINETTI, [6]

infatti, ripetendo un ragionamento gia svolto (n. 4),

a(XA\Y) =% (ex \xy),

ma nel caso delle rotazioni vale il segno 4 (segno — per le
antirotazioni!), che vale manifestatamente per v — 0, e quindi
sempre per continuita. »

Poiché, se x A y 70, ogni vettore pud esprimersi come
combinazione lineare della forma pxX 4 ¢y -+ 732, ove z2—=X Ay
(e cido in modo unico), si ha come corollario (molto utile, come
si vedrid) che una rotazione « é pienamente determinata dalla
conoscenza di aX e ay, essendo X e y due vettori particolari
qualunque, purché naturalinente non paralleli.

Facile e significativa & anche " espressione dell’inversa
di un’isomeria:

(10) [r(w)]=t =r(—uw);

cid appare dal significato stesso, oppure si pud ottenere cal-
colando

2

[r()]=! = Kr(u) =1 - TH e [K@A)+K@A)] =

— 14 (U @A =),

=3

i. — E veniamo al problema piu interessante: la determi-
nazione del prodotto di due isomerie. Si tratta, basandosi sulla
forma di Cisotti, di determinare, dati u e v, il vettore w
tale che

v (W) =1 (u)r(v),

tale ciod che la rotazione individuata da w abbia lo stesso
effetto di quella individuata da v seguita da quella determi-
nata da u.’

Dobbiamo dunque determinare w in modo che, qualunque
sia X,

r(w)x=r(u)r(v)x,

ma sappiamo che tale relazione sussiste necessariamente per x
qualunque purché si verifichi per X ==a e X =0b, cona e b
vettori particolari qualunque (non paralleli), ed, escludendo il
caso (pressoché banale) in cui sono paralleli u e v, possiamo
prendere

a=v, b=r(—v)u.
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[7 LE ISOMERIE VETTORIALL k& UNA FORMULA, KCC. 87

Questi due vettori non sono infatti paralleli tra loro chke se lo
sono U e Vv, e la loro scelta é comoda perché si ottiene il si-
stema d’equazioni molto semplificato

(11) rw)v=r@v, r(—w)u=r(—v)u;
si ha infatti:
r(Ww)ve=r(u) r(v)v=r()v,
r—wn=r(—w)r@u=r(—w)r@)r(v)r(—vju=
=r(—w)r(W)r(—v)u=r(—v)u

Sviluppando le (11), eliminando il termine v, rispettiva-
mente U, che compare in entrambi i membri rispettivamente
nella prima e seconda equazione, e trascurando il fattor co-
mune 2 si ha

1+ FWAVHWAWAY)] =
N -=1—_:T‘,—1[u/\v+u/\(u/\v)]=-~l+z @+uA3)
m[—WA“+W/\(WAu)]=
=1_:v —VARHVATAD] = ——-—(z—v/\z)

ove si ponga z=u/\Vv.
Da tali relazioni é agevole ricavare w: ne determineremo
ordinatamente direzione, verso e modulo.

8. — Le (12) mostrano senz’altro, i primi membri avendo
a fattor comune w, che W & ortogonale tanto a z 4 u /\ 2 che
a 2 — U /\ 2 esso & dunque parallelo a

(13) E+uAz) A@E-—-VvAZ,

e con cid la direzione & determinata.
Si pud perd giungere a un’espressione pit semplice: il vet-
tore espresso dalla (13), e quindi w, & parallelo infatti a

(14) t=u+t+v+42z,

come si trova sviluppande la (13) o pit semplicemente cercando
i vettori & tali che aX(Z+uA2z)=aX(Eg—vAzg)=0
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88 B. DE FINETTI, [8]

dopo aver posto a =pu-+ qv -} »2z. Si hanno le due equa-
zioni lineari in p, ¢, r:

O=(pu-tqgv-+rayXEz+uAz)=rzXz+4+
gV XuAz=rz'—quAVvXzZ=(—q)s r=4g;
=(pu+qv—{-rz)X(z——f/\z)=rz><z—
—puXvAz=rz2—pu/A\vXz=(r—p)z* r=p;

é quindi p =¢q =1, c. d. d.
9. — Il verso di w si determina ricordando la (8): si avra

precisamente lo stesso verso di t=u <4 v+ z o quello opposto
a seconda che sia positivo o negativo il prodotto misto

@+vH4-2)AvXr(w)v,

ossia, come vedremo, a seconda che u X v sia minore o mag-

giore di 1.
Si ha
U+v+HIAVXr(W)v=u+Vv+EAVXr@v=
=uAvXr@@v+zAvXruv,
ma per la (8) &
uAvXruvs= 1+ (u/\v)’:-I%;,

mentre un noto sviluppo permette di calcolare

EAVXr@Y=@ANX W+ @+ uAD) -

2 o 2 |zXnu zXz! 2z
u? @AV) X @A2) = 142 |vXu sz] 14wt
e quindi

2z
(15 a4+v4+2)AvXr(w)v= 11w — (l—uXv),

s

espressione che é positiva o negativa a seconda che u X v é
minore o maggiore di 1, c.d. d.

10. — Il module w di w si pud evidentemente ricavare,
ora che & nota la direzione t=u-+ v+ 2z di w, dalla (7).
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[9]  LE ISOMERIK VETTORIALI E UNA FORMULA, ECC. 89

Basta costruire un vettore X ortogonale a w, ossia a t, e lo
si ottiene ad es. ponendo X =1t /\ v; allora detta formuia da
8 2

16) EAVIXr(W)EAV)=EAV) : --z=u+v*>11':f,’,

perché

tAV=uAvVv+zAVv=2z2+zAV,
CAV=2"+4-2"v* = 2* (1  v?).
Sviluppando il primo membro si ha d’altra parte

r(W)(t/\V)=t/\r(w)V=tA1‘(u)V=t/\v+

[

TITw PARACVHRAVI =AY+

(17) EAV)Xr(W)EAV)=(E AV +

2 s . 2: z?
T CANXEAQ@AY =z (1+v)_._1___*__u‘_

perché il prodotto misto é
CAVACADYXt=—QAVXt)tXt=—12(zXt)=—1z".
Confrontando la (17) con la (16) risulta

1 — 202 —_ 3
ag) ~——% _j1_2 ! —p =BV
1 4 w? (L4 2") (1423 (T4 1w (14 v%
da cui
ot ¢
1 - =
(19) "0 V(4@ (IF %) —e2 [1—uXv]
perché

P=U4V) 42" = (" + "+ 2uX V) + [ — (X V)] =
=4 a4 o' ) — (1 —uXv)=>1+4u)(14+v})— (1 —-uXvV)e.

11. — B quindi, in forma esplicita:

~ 1
(20) W= uxy @tVE+uAw)

si vede subito infatti che tale vettore ha direzione, verso e
modulo voluti.
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90 B. DE FINKETTI, (10] |

Tale formula vale poi, come si verifica immediatamente,
anche nel caso trascurato di u e v paralieli (naturalmente il
termine u A\ v allora scompare e u XX Vv pud essere sostituito
con u ).

Volendo far comparire esplicitamente i-moduli e i versori
di u e v, e ponendo quindi u = ui, v=vj, si ha

1

91 _ : s c oA s
(21) w T av i (ei+vj+uviAj)

che si semplifica a

(22 w=uitvjtuviAj=u4+v+uAv

se i e j sono ortogomali (iXj =0, ossin u XV = 0), mentre
nel caso opposto si pud scrivere

1 1.
(28) W= (st i 1A
sz v u
iX)—
uv
12. — L'espressione {23) mostra la continnita di w per u

e » tendenti all’infinito, ed anche per u e v tendenti contem-
poraneamente all’infinito in modo qualunque; ne risulta che
I’ espressione trovata & valida in generale anche adoperando,
con la medesima familiarita della geometria proiettiva, dei
vettori infiniti (di direzione determinata, il senso essendo in-
differente); & infatti

per u=oc1i:

1 1 . .. 1 . .
—_ — —(—1+1/\\J)=—m(1'§‘1/\v):

iXj \v
yer v=oj:
W______-.,...l_,_._(_{.j +i/\j)=————}—:~(j+u/\j),
ix u u X) _
!)el' u_-:VA'i; V—-‘—-C\‘j:
We=— i Aj

1]
Nel caso i X j = 0, & analogamente, come mostra la (22):
peru=oci:

w=oo(idviAj)=xG+iAV,
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[11]  LE ISOMERIE VETTORIALI E UNA FORMULA, ECC. a1

per v=o0j:
w=oco(j+ui Aj)=oc0(j+uAd),
per u=o00i, v=o0j:

w=o0iAj.

13. — Se scriviamo per definizione
(24) 1&v=w= ! U+ v4+uAv)
' T 1—uxv "

i risultati del n. precedente si possono esprimere sotto forma
generale dicendo che w é funzione continua di u e v

(25) lim (0 & v) = (lim u) & (lim v)

considerando la classe dei vettori come uno spazio tridimen-
sionale protettivo. Cid si poteva dimostrare a priori con ra-
gionamento topologico osservando che r(u) é pure funzione
continua di u nel campo proiettivo,- che istituisce una corri-
spondenza biunivoca tra le rotazioni e uno spazio proiettivo;
I’operazione u & v, che & la trasformata dell’ operazione, no-
toriamente continua, di prodotto funzionale, & essa pure con-
tinua (nel campo proiettivo).

14. — Vediamo qualche caso e problema particolare:

a) condizione necessaria e sufficiente perché il prodotto
di due rotazioni r(u) ed r(v) sia una rotazione di 180° é uXv=1;

b) condizione necessaria e sufficiente perché il prodotto
di due rotazioni—sia—invertibile, u& v=wv& u, & che sia
UAV=vV/AUu, ossian u/\v=0, u parallelo a v;.

¢} condizione necessaria e sufficiente perché invertendo
I”ordine nel prodotto di due rotazioni si abbia la rotazione
inversa: r(u) r(v) = [r(v) r(u)]-t, ossiau&v=—vé&u, é
(cfr. la (23)) che v = v = oo (ossia che si tratti del prodotto
di due rotazioni di 180°%);

d) in tale caso la rotazione risultante avviene secondo
un asse ortogonale agli altri due, nel senso contrario alla
regola del prodotto vettoriale, e di un angolo y tale che

(posto y = ang (i, j))
t N 1 ‘ i/\j . sen }I
£ % iXj |~ cosy
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92 B. DE FINETTI, [12]

ossia
4
r=2y (z=2y—-n se y>—2—->;
e) in genere &
26 & ! ‘ & 2
vl =——— — —u&V — - v;
(26) —uxv U4+v—uAvV)=u&v l—uXvuA ;
1))
7 (—0)&(—v)=—(v&u);
g) si ha
1
28 L& (—V)=———— U —V—uApV)=
(28) (— W) Tuxv ( A V)
1 : 2u 1—uXv
= [2u—(u-$VF+uAV)] = - — u&v
1+u><v[ (@v4uAv) 14+uXv 1+u><v( )
e analogamente
' 2v l—uxv
29 —u)&v= : - —(u&v).
CONMCRY sy~ Trage B
15. — Volendo individuare la rotazione risultante, anziché
con relazioni vettoriali, mediante relazioni angolari, si indi-
chino con
uxv
¢ = 2arctg u, w=2arctgv, »y=ang(u,V)=arccos -
¢

gli elementi noti e si cerchi di esprimere mediante essi i tre
parametri y = 2arctg w0, 9 = angolo dell’asse w della rota-
zione risultante col piano degli assi u e v, 6 = angolo formato
coll’asse u dalla proiezione normale dell’asse w sul piano di
u e Vv, tali parametri, tenuto conto di osservazioni sui vers:
in cui gli angoli vanno presi, individuano completamente la
rotazione risultante.

Si ha
1
tg® — vy . sen® p
(u AW)? 2
2 6 =— —
(30) sen @@ v

1 1 1 1
tg*Fq,+t.g’_2_y;+2tg-é-:p.tg-7)—y;.cos;'

(u A v)? tg? '7} @ . tg’ -;— w.sen? p

w4vy

1
=sen’ 9.tg’—2-¢p,

1 1 1 1
th__é_m+tg!_5_y)+2tg-§—q).tg?y}COS}/
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13 LE ISOMERIE VETTORIALI E UNA FORMULA, ECC. 93
)

11— (1—uXv)?
B2 st = e = e e

. . 5 1 2
.—.—_2cos’—:p)—.cos’—;)l—-.(1—-tg-5—<p.tg-é—rp.cosy) — 1.

-~

Le relazioni circa i sensi degli angoli sono: 6 & contato
nello stesso senso di y, perché la proiezione di w & sempre
compresa nell’angolo concavo tra ue v; ¥ é contato nel piano
normale passante per la proiezione u + v di w nel senso dal-
I"intersezione u + v verso la normale u /\ v, orientata confor-
memente alla regola del prodotto vettoriale; la rotazione di
un angolo y avviene in senso positivo o negativo rispetto al-
I’ asse supposto orientato nel verso formante angolo acuto con
u/\ v a seconda che & minore o wmaggiore di 1 il prodotto
scalare di u e V.

Volendo le componenti di w in forma cartesiana, si ottiene

(33) 10g — ux + vx + (uy vz — g vy)
1 — (ux Ux '+ Uy Vy + Ug vz)

wy e w; analoghe permuiando circolarmente «, y, z.

La complicazione e l'oscurita delle espressioni (30)-(33)
forma un singolare contrasto con la semplicith e immediatezza
delle espressioni vettoriali.

16. — Applichiamo le precedenti considerazioni allo
studio di spostamenti rigidi, riprendendo la trattazione del Ci-
sotti che sard completata e anche resa, in gualche punto, piu
rigorosa.

' Consideriamo la trasformazione che porta un punto gene-
rico P nel punto P’ ==f(P); si dice per definizione che la
trasformazione & rigida se

a) couserva le distanze, e cioé, essendo P e Q punti
qualunque, si ha

[F(P) —r@Q)*= (P — Q),
o semplicemel\fe

(P — Q) =(F—Q;
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D) appartiene a un insieme continuo di trasformaszion:
rigide (1) che contiene 1’identita.
Lemma. Una trasformazione rigida trasforma vettori ngunali
in vettori nguali: cioé,

se P-—Q=R—S, & P—Q=R —§.

Dimostrazione. Dati quattro punti qualungue P, Q, R, S,
diciamo M il punto medio del segmento P'S, N il punto medio
del segmento QR; si ha

2M—N)=(P — Q) — (R —§),
(34) 4(M—N)'=(P — Q'+ (R— 8"~ 2(P ~ Q) X (R—8)= ()
== (P— Q'+ (R—S)'+(R—P)'+(S—Q)’'—(R— Q' — (S—PY".

La condizione necessaria e sufficiente perchée P— Q=R —S
¢ notoriamente M — N =0, ma la (34) mostra che tale rela-
zione pud esprimersi mediante le sei distanze fra i quattro
punti, ed & quindi invariante nelle trasformazioni rigide ().

(*) Cid & necessario per escludere gli specchiamenti; & ovvio poi
il senso in cui & usato il termine « trasformazioni rigide » nella se-
conda condizione, e che & «trasformazioni che soddisfano la condizione
a), e quindi, in forza della b) stessa, anche la b) ». Per curiosita osser-
viamo che, senza tale precisazione, si ha, a rigore, un circolo vizioso,
e si potrebbero considerare trasformazioni rigide solo quelle di un
comunque prefissato insieme continuo contenente l'identita.

(®) Si ha infatti I'identita

2(B—A) X (D —C)= (D — A4 (C—B)*— (b= B! — (C— A),
come si verifica nel modo piu facile ponendo
D—C=x, C—B=y, B—A=3s,
con che
D—B=x+y, C—A=y+3z D—A=x+y+tz,

e sviluppando.

(3) Si poteva anche dare la seguente dimostrazione sintetica: detto
M’ il punto medio del segmento P’S’, si vede subito che M non puéd
esser portato che in M’ unico punto che dista sia da P’ che da §& la

metd della distanza da P’ a 8. Analogamente N é portato in N/,
e, se N==M, NN=DM.
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)

17. — Da tale lemma scende che esiste un operatore « che
trasforma vettori in vettori, tale che (P, Q punti qualunque)

P—Q=0a(P—-Q);
é facile vedere che a & una rotazione.
Intanto & un’omografia perché
e(X+y)=—exXx+a2y, a(mx)=max.
Infatti, essendo P, Q, A, punti qualunque
«(P—Q) =P - Q'=(P'— &)+ (A~ Q)=a(P —A)+ «(A—Q);
se m & razionale scende anche « [m (P — Q)] = m « (P — Q),
se m & irrazionale, ed m — & razionale, si ha
e[m(P—Q)=(m—¢e)e(P-Q)+als(P-Q)]=ma(P—Q)+d
con
d=ca[e(P—Q)]—eca(P—Q)
ld|=la[e(P—Q)]| +|ea(P—Q)|=2¢|P—Q],

potendo essere £ piccolo a piacere.
E poi isomeria dovendo essere

[« (P — Q= (P'— Q) =(P—Q),

e precisamente rotazione perché r(u) = r(xi) é funzione con-
tinua di « che si riduce all’identita per u = 0, mentre a
— r(u) non si pud giungere con continuita (per 1’osservazione
fatta circa 1’impossibilita di passare da I,=-41 a I,=—1).

Rimane cosi provato che per la piu generale trasforma-
zione rigida esiste un vettore u tale che

(35) P—Qe=ru) (P —Q);
essendo O un punto qualunque scende che é
(36) P=0<+r(u)(P—0).

18. — Se u =0, si ha una traslazione: é P'="P 4} a,
con & vettore (costante).
Se u=uiz0 si ha

(37) (P'— P) Xi= (0" — 0) X1i==a = costante (positiva
nulla o negativa).
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Intfatti
(P'——P)Xu——( '——O)Xu=(P'—O’)><u—(P—-O)><u=

=uX[rW) =1 =0)=r7"7 ,+ x
Se esistono dei punti che si spostano parallelamente ad u,
si ha quindi per essi P' — P == ai. Vedremo che esiste sempre
un’unica retta s parallela ad u, i cui punti sono tutti e soli
quelli che soddisfano tale relazione.
Supponendo definito lo spostamento dando O" ed u l’equa-
zione P' — P == ai si scrive

O +r)(P—0)—P=qai, [r(u)—1](P—0)=ai—(0'—O0),

o
T uiA[(P—0)4ui A(P—0)]=0ai— (00— 0).

Poniamo (0" — O) — ai=h (per la (37), h & il compo-
nente dello spostamento O' — O secondo il piano normale ad u),
e scriviamo P — O =ph + qi /\ h 4 7i; I’equazione diviene
Qu 2 t’

T s iA(h+gi AR+
1

Ma
@Ah=—h, (A)Ph=—iAh,

e quindi

01‘ !
(vl/\h-qh)—f-— -------- g (-rh—giAD)=—h
ossia
. o 2 2
P L {2 2w
hfl 1+u’q 1+ ,])—}- ARB ll—}—u"p 14t 9y 0
Il secondo termine da p = 1 ¢q, il primo sostituendo
|
14w —2ug4200g=14+v"—2u(l+u’)g=0, ¢g= -, p=1I

& U
Come si vede, » & indeterminato; risolvono il problema tutii
e soli i punti P del tipo

P--0=(h+ui Ab)+ri=g B+uph)+ri
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con » qualsiasi, o anche, essendo

I+u/)(O0—=0)=(1+uA)h+ai,
i punti P =P, 4 ri con

(38) P, =0+ 3 (1 +uA) (O —0).

Essi costituiscono una retta, che si dice asse della tra-
sformazione.

19. — Prendendo O sull’asse, 6 O'=0 + ai, e la (86)
si scrive (forma normale)

(39) PP=0-+4ai~+ r(ui) (P — 0).

Se in particolare @ = O si ha una semplice rotazione, e i
punti dell’asse resiano fermi.

90. — Se si hanno due trasformazioni rigide, la prima che
trasforma P in P':

P =0,4 bj-+r(rj)(P—0,)
e la seconda che trasforma P’ in P":
P'" =0, 4+ ai + r(ui) (P — 0,,

I’ espressione di P” in funzione di P, che da la composizione
dei due movimenti, &

P' = 0, + ai + r(ui) [bj + r(v§) (B — 0,) 4 (0, —0,)] =
= 0, + ai + r(ui) [6j + (0, — 0,)] 4 r(ui) r(vj) (P — 0,) =

=0, + ai+ br(ni)j+ [r(ui) — 1] (0, — O,) 4 r(ui) r(vj) (P — 0).

Questa formula mostra che la rotazione &, come del resto
era ovvio, il prodotto delle due rotazioni, ma la componente
traslativa e 1’asse s della trasformazione risultante dipendono
dagli elementi dei due movimenti in modo meno semplice.

Li si pud tuttavia esprimere subito in forma esplicita:
posto w=u & v=wk (') lo scalare

(*) Con k unitario, e w=+ | w|, a seconda che u Xvsl
(se u X v=1, w=o00, e il verso di k & indiffecentemente I"uno o
I’ altro).
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(41) c=(P"—P) X k= (0"—0,)Xk
e il punto

1
(42) 0= Ol + _é- (1 + W /\) (0”1 - 01)

sono la componente traslativa e un punto dell’asse, di modo
che si ha, sotto forma normale

(43) | P'=0+4ck+rwk) @ —0).

L’esame delle (41) e (42), tenendo presente la (40), con-
sente uno studio completo della composizione di moti rigidi;
se si considerano come parametri variabili a e b, fissi restando
tutti gli altri elementi, 1’asse s percorre tutto il fascio delle
rette parallele a w, ed esistono quindi oc' combinazioni «a, b,
definite da un’equazione lineare Aa 4 Bb = K, per cui I'asse
s si appoggia all’asse s, del primo movimento, e un’infinita
per cui si appoggia ad s,, mentre per un’unica combinazione,
soddisfacente entrambe le condizioni, s si appoggia ad s, es,.
Lo scalare ¢ dipende solo dall’asse s, ed & funzione lineare;
le combinazioni @, b per cui ¢ =0 (per le quali cioé la tra-
sformazione risultante é una pura rotazione, e 1’asse s & fisso)
sono ancora una semplice infinitd, definita da un'equazione
lineare. :

Cid naturalmente per assi non paralleli; il caso di assi
paralleli & banale, componendosi separatamente le due rota-
zioni e traslazioni parallele, e ’asse s essendo quindi indi-
pendende da a e b.

Trieste, 8 ottobre 1933, Xl.
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