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I » GENERALITA' - SCOPI E METODI DELL' DIPOSTAZIONE MATEMATICA.

Le discuseioni sulla definizione della statistica, sul suo eggetto

® i1 suo carattere, si potranno vedere su un qualunque trattato, e non

& il caso ora di perdercisi dentro. Ricordo perd, tanto per coninciare,
una definizione che ni sembra la pid serplicen e la pid onesta (e ciod
la neno pretens . 0sa): la statistica d la scicnza delle enuserazioni.
Queste enunerazioni perd non debbono essere fatte Ctw._.0lo scdpo di spre=
care del tempo o di imparare a contare conme i barmbini di prina elementa=
re e debbono quindi avere uno scopo. E se hanno uno scopo & necessario

che siano fatte in modo da rispondere a questo scopo.
Questo fatto & della massima inportanza e va tenuto sempre presente

anche e in special modo nelle questioni pratiche; se non fosse per questo,
giuro che hon lo direi.

Qandb un problema si imposta natenaticauente, o quando, pur senza

far uso di forrmle, lo si vuole prospettare e mettere in luce in nodo

chiare ¢ significativo, bisogna scrpre sapere quali sono le circostanze

~ che si vogliono studiare, e regolarsi corrispondentencnte. Quando ni par=

lano delle difficoltd della natenatica, e sembra si ritenga un dono o

un netito speciale il saperla capire, ho senpre l'impressione che 8i trate

\3pprezzata o sopratutto di .osscroy,
4i una fana usurpata. Se ¢'® una cosa ge eTita di essePe/Faccorian=

: a ® non tanto il capire o il cpnoscere certi procedinenti pil o neno

donpllcati, per il che basta sempre un pd di pazienza, ma invece il sa=

e fare uso con criterio per risolvere i problemi che si presentano.
Un avvocato che vuol sostener una sua tesi non procederad a tento=

parlando a vanvora ed esponendo alla rinfusa tutte le idee che gli

 alla nente; raccoglierd tutti gli elementi utili alla sua causa,

1erad e coordinerd, o 1i sfruttord per dedurme nel nodo pid econ=

) tutte le conclusioni che gli & possibile .

-a@@ua procedere nello stesso nodo quando si imposta matematicarens=
un problena; ricordare s enpre qual’® il problena o quali le circostm =
l’i vogliono studiare, scegliere i procedinenti ed esoguirli in
"tener sepre presente lo scopo e capire quale & la funziono di
ggio in relazione alla nmeta da raggiungere.
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Por dare subito una qualche esemplificazione concreta, il pil pos= -
';dbmle semplice, perch® tanto pil risulti chiara, accenniano, prima d'en=
4%rare nell'argomento di cui pil di proposito ci occuperemo in questo ca=
.gltoio, all'uso che si fa notoriamente di rapporti e numeri indici.
Prendiamo ad esenpio la seguente tabella (riportata dal Notiziario
"gxafico del Giugno I930, pag. 6) che da le popolazioni di alecuni
grandi stati negli anni I93I, I94I, I95I e I96I quali dovrebbero essere

gcondo recenti calcoli di previsione. M

POPOLAZIONE (in nigliaia)

ITALIA FRANCIA GRAN BRETAGNA GERMANIA U. S. A.

38,944 38.909 42,766 62.000 108.021
43.553 39.540 45.281 64.538 125.605
47.708 39.360 47.282 66.732 - 139.587
51.603 38.445 48.277 67.248 152.725
55.571 37.600 48.568 66.474  163.549

Osservando tale tebella si a prende subito quale dard, secondo i
i calcoli di previsione, 1'armontare di una di quelle popolazioni a
qualunque delle date controindicate, ma pud darsi che interessi in=
nsiderare qualche altro aspetto del fonomeno, e ci si pud propor=
| '.esempio, di esaminare (I) il progressivo aumento (dinminuzione)

popolazione di ciascuno degli Stati considerati e confrontarlo con

fklazione italiana ¢ quella delle altre potenze.

precedonte tabella contiene evidentemente tutti gli elementi
confronti, ma non li mette in evidenza quanto & desidera=
}i scopi che ci siamo proposti.

’finento 0 la diminuzione di una popolazione apparird nel
quando, poste uguale a I.000 le popolazioni delle varie
fﬁi‘IQZI. 8i calcolino su tale base i numeri indici per le etd
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Anno ITALIA FRANCIA GRAN BRETAGIA GERLAN IA V. 84
1921 1000 1000 1000 1000 1000
1931 1118 1016 1059 1041 1158
1941 1225 1012 1106 1076 1292
1951 1325 998 1129 1085 1414
1961 1427 951 1136 1072 1514

Essa ¢i apprende subito, ad esempio, che l'accrescimento della popola=
zione, dal I92I al I96I sarcbbe del 427 per mille in Italia, del 5I4
per mille negli Stati Uniti d'America, del 72 per mille in Germania e
negativo, ossia rappresentato da una diminuzione del 49 per mille, in
Francia.

Se si volesse invece determinare la proporzione numerica delle popo=
lazioni a ciascuna cpoca - cid che non si pud desunere dalla:precedenté
tabella, riferendosi essa all'aumento riferito a I000 persone di ciascu=
no St& 0, senza alcuna considerazione cio® della loro consistenza nume=
rica al I92I - dovremmo porre uguale a 1000, questa volta, la popolazio=

ne italiana allc rispettive epoche ottenendo cosi la nuova tabella:

Anno ITALIA  FRANCIA GRAN BRETAGNA CERANIA  U. S. A.
1921 1000 999 1098 1592 2774
1931 1000 908 1040 1482 2872
1941 1000 825 991 1399 2926
1951 1000 745 936 1303 2960
1961 1000 677 874 1104 2943

Essa mostra che la Francia, inizialmente quasi alla pari con noi, sareb=

be da noi superata nel I96I di quasi il 50%, 1 Inghilterra che nel 1921

ei sorpassava di circa il I0% sarebbe raggiunta o sorpassata gid prima
9 del I94I, la Gernania ci sarebbe ancora superiofe nel I96I per reno del

20% mentre nel I92I aveva una popolazione quasi del 50% suporiore alla

nostra. In rapporto agli S.U.A. la nostra posizione peggiorerebbe debol=

monte fin verso il I95I per poi tendere a migliorare.

Ecco un esenpio dove dei dati statistici sono stati prospettati in

~ due modd diversi, secondo due punti di vista ispirati ciascuno al rag=
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unginonto di due diversi scopi.

~ Nella prima tabella si & dovuto prescindere dalla consistenza nus= N

i;to uguali a I000) per giudicarc sull'accrescimento delle wawie popola=
}ziohi; col secondo netodo si & dovuto prescindere dall‘accrescimento del=
la popolazione italiana nelle varie cpoche (infatti abbiamo poste ugua=
1-le'a I000 le cifre corrispondenti) per poter confrontare ad ogni singo=
iia epoca le popolazioni delle altre potenze con quella dell'Italia. Ab=
biamo senpre fatto astrazione, imsorma, da.¢id che pel momento non ci
interessava per neglio concentrare l'attcnzioné sul solo fatto di cui ei

& 8i volevs occupare.

3 = RAPPRESENTAZIONI GRAFICHE.

ho S 4 il

Lo ctesso criterio di adeguatezza all'intento che =i ha in vista va
' tenuto prewente nelle rappresentazioni g. =fiche. Le rappresentazioni gra=
fiche prescntano in gererale il vantaggio di un'evidenza e di una irme=

diatezza di percezione che sarcebbe irraggiungitile per altre viec che non
colpisconc dircttamentc i rostri occhi. Bisogn, far si che le circostan=

no
ze nessc in evidenza sia quelle appunto di cui ci si vuole occupare. I

-f, duc casi tipici pil importanti sono quelli in cui del caratterc in osa=
2; ne si debbono rispettiﬁamente considerare le variazioni nel temno {0, in
- genere, al variarc di un'altra circostanza con cui guel carattere si
vuole mettere in rclazione ), oppurc la distribuzione (in vn certo grup=
po di individui o di eventi).

Consideriamo ad esenpio 1'armontare della Dopolazione italiana in
un certo istonte: esso & un pumero che varia (crosce o dininuisce) da
istantc a istante: ecsso dard dungue un esenpio cel primo dei due tipi.
Supponiamo di conoscere i valori alla fino del I88%T, 1922, 1928, Sinde
(Vedasi ad es. "Compendio Statistico") ¢ di volerne fere una radpresens:
~ tazionc grafica.

Segniamo 7 un’asse orizzontale (v. Fig. 1) doi punti equidistan=
ti che rappresenteransc lo date considerate (finc del 1921, 1928 atpaa

@ per ciascuno 1i guesti purnti innalziaio ur segiiento verticale che »an=

ymesegtiL\in una corta scala la corrisvundento popolazione ., <\buiano uea
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rappresentazionc discontinug del fenomeno costituito dall'accresciuento
della popolazione, una rappresentazione ciod limitata ai soli dati rela=
tivi alla finc d'aano di alcuni anni successivi. Potremo perd, volendo,
determinare o pensarc di determinare anche lc ordinate in punti: interme=
di (od es. a metd anno o alla finc d'ogni mese, d'ogni giorno,...); quando
1'insiemec doi punti cosi ottenutd sard abbastanza fitto, esso determines=
rd una linea che da una rappresentazione continua dello stesso fenomeno
(d% ciod la popolazione italiana in ogni istante). Mmesto grado 4'esat=
tezza sarcbbe perd cccessivo ¢ anzi dainoso per una rappresentazionc stas
tistica: la curva cosi definita sarcbbe una spezzata a scala che sale di
ung unitad ad ogni istante in cui avvienc vna nascita, e discende di una
unitd ad ogni istante in cui avviene una morte (v. Fig. 2). S'intende
che la"curva" da condiderare per un dato studio avrd sempre un signifis
cato un pd convenzionale: dovrda seguire le variazioni della popolazione
in intervalli anche piccoli per cui di essi scmbri utile tener conto, e
dovrad trascurare cid che accade in intervalli pilh brevi in cui le varia=
zioni si ritengano prive d'interesse.

3i voglia studiarc e rapprescntare invece le distribuzione delle
varie stature dell @ popolaziorc italiana in via certa classe di leva.
Se si ha una classificazione che va di 5 in 5 contimotri, cssa ci dard
le percentuali degli individui le cui staturc scono comprese fra m. I.60
e 1.65, fra I.65 e I.70, ¢ cosi di scguito. Abbiamo dei dati che non si
riferiscono pilt a un valorc singolo, md ad un intervallo; conviene pers
cid rapprescntare le percentuali, anzich® con ordinste innalzate da de=
torminati punti, modiante rcttangoli innalzati sui segnenti cui si rife=
riscono. Si fard in modo allora che dette percontuali siano rapyresenta=
te dall'area dei rispettivi rettangoli. So si passa da una classificazio=

' N Al L - .
ne ad un'altra pit ninuta, se ad es. nel caso precedente si suddividono

0

gli individni di statura fra m. I.60 e I.65 in ciaquc gruppi di statura

. : w8 . o o s “ < T &
compresa rispettivasente fra o, 1.60 ¢ I.6I, fra I.6I ¢ I.62, ... fra
I.64 9 I.6%5 13 rettangolo primitivo si divicord esso pure n altri cin=
que, come mostra la Fig. 3. & con criteri azaloghi a cuelli dd caso pro=
cedente, alla spezzata a- seala delliistograrma (o diagramma a colonng)
8i pud sostituire o immaginare sostituita uns carva. Usea sigaifichoreb=

~T Anl A 3 -~ an = Sy L :

be, come oppre dalla Fig. 3, cke la rercentuale degli indivadui con sta=
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1'area del rettangolino hZ\ sovrastante. ‘

Una .differenza purarente esberiore fra i due tipi di rapprescntazio=
ne, ma che bisogna tener sempre presente, & che nel primo il carattere
in esame (come la popolazione) & rappresentato dalle ordinate, mentre le
ascisse rappresentano il tempo, o, in gererale, un'altra circostanza con
cui quel carattere si vuol nettere in rclazione, mentre nel secondo il
carattere in csame (come la statura) si rappresenta sull'asse delle ascis=
se , ¢ le ordinate danno la frequenza con cui un certo valore (una certa
statura,ad csempio) si presenta.

Vi sono dei casi intermedi, ¢ altri tipi di rappresentazione grafi=
ca che sono utili per ricerche speciali; non ci sard perd nessuna diffi=
coltd a comprenderne caso per caso il senso e la portata e basterd quin=
di, per il momento, l'averc accennato ai due casi pil importanti ¢ tipis=
ci, e l'aver chiarito, con riferimento ad essi, il significato e il gra=
do di arbitrarictd ¢ di esattezza che pud avere il passaggio da una rap=
prescntazione grafica discontinua (a 30z2z04i un nuaero finito di punti,

o un istograrma, ccc.) a una rappresentazione continua (nediante una curs=

va).

4 « IL CONCETTO DI FUNZIONE E LA RAPPRESENTAZIONE CARTESIAKA .

Rimane piuttosto da aggiungero qualche nozione materatica relativa
ai motodi sopraccennati. I ora dunque, dopo aver visto come spontanea=
nente questi nmetodi si introducono ncllo studio dei problemi statistici,
abbandonereno un po!quello che & per noi il loro significato, per occu=
parci in modo alquanto astratto, geometrico ed analitico, delle proprie=
td pil notevoli che ¢i saranno continuanente nccessarie.

Qualunque ne sia, a scconda dei casi, il significato, quelli che noi

abbiamo preso in considerazione sono dei diagromai Cartesiani: dei diagrans=
mi ¢io® in cui ad ogni valorc dell'ascissa x si fa corrispondere un
valore y dell'ordinata (che vi si innalza verticalnonte). Questa cirs=
costanza : CHE LA GRANDEZZA y R'COMPLETAMENTE DETERMINATA QUAIDO SI AS=
SEGNI x (nentre pud in generale variare col variare di x) si esprime
dicendo che y E' UNA FUNZIONE DI x . Se si ha una diagrarma esso

rappresenta cvidentomente una funzione nel senso ora definito: se si fis=

sa un valore x dell'ascissa, per deterninare il volore corripondente
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una perpendicolare verticale fino a raggiungere il diagramna; quel. se=
grento & l'ordinata corrispoadente a x,e di, cio®, il valore di ¥y
corrispbndente al valore Xs (v, Pig. 4),

Questo rmctodo di rappresentazione si dice cartesiano da CARTESIO

(DESCARTES, francese, del '600) cho lo introdussc. Si dice sistena di as=

si cartesiani (v.Fig. 5) qucllo costituito dall'asse delle ascisse (as=
se x ), che si scgna orizzontale, e dall'asse verticale y  (detto
asse dellc ordinate) asse y , tracciato per il punto O detto ori=
ging dell'assc dellc ascissc corrispondent: all'ascissa zero., Le X
positive si usano rapprcscntare a destra dell'origine, quelle negative

s . . . '
a sinistra; le y positive si usano riportare sopra l'asse delle x,

by

quelle negative, sotto. Cid & indicato in ogni modo dalle freccie che si
mettono agli assi. Un punto del piano si indica breveuente dandone le
coordinate, ¢ cio® l'ascissa ¢ l'ordinata; ad esempio i punti P,Q,R,S,
si indicheranno (3,2), (-2,3), (2,-1),(-1,-2). A scconda che lo coordi=
nate di un- punto sono positive, o & negativa solo 1la prina o solo la se=
conda, o cntrambe, esso éi trova nello stcsso quadrante rispettivanente
P, di 9, A1 R, a1 8.

Il nmetodo di rapprescntazionc cartesiana ha il grande vantaggio di

renderc intuitivo il concetto per sc stesso astratto di funzione, e di

darc delle funzioni, rmedianto i diagraimi cartesiani, un'irriagine tale
da far balzarc con evidenza agli occhi le proprictd che interessano. E'
per cid che volondo trattare delle funzioni in riodo facile, convicne col=

legare il 1 ~o studio a quello del diegramna rapprescntativo, ed & cid

che intendiano fare.
Si vede subito, ad esecupio, quali sono gli intervalli in cui la fun=
zione cresce o0 dininuisce (il diagraina sale o scende), ¢ quali sono i

punti di aassino o di ninimo. In un punto di nassimo la funzione cossa

di essere crescente o conincia ad esscre decrescente, in un punto di ni=

nino avvienc il contratio (v. Fig. 6). I1 concetto di funzione & il con=

cetto fondarentale della rmatenatica superiore, dslla gceonetria analitica

all'analisi infinitesinale, dalla fisica matenatica ai pil nmoderni e
astratti campi di ricerche. Ancho Per i nostri scopi, al confrontc. rols

to nodesti, esso ha un'inportanza fondaientale,e vedremo di dirne ora il

poco che ci sard sufficicnte.
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5 = ESPRESSIONE ANMALITICA DELLE FUNZIONT,

La ragione dell’inportanza e della feconditd del concetto di funzio=
ne che abbiario ora introdotto, ricollegandoci, per neglio renderne intuis=
tiva 1'idea, alla rappresentazione in diagramni cartesiani, sta nella sua
assoluta generalitd. Il fatto che in molti casi semplici, fra cui ne stu=
dieremo tra poco alcuni dei pil importanti, si pud dare alle funzioni Una
espressione analitica, si pud cioe dare il modo di calecolare y dato
b4 , eseguendo delle operazioni aritmetiche pill o meno semplici, non
deve i;durre a pensarc che tale circostanza sia necessaria perché la y
sk abbia a ritenere una funzione di x , o che tale concetto implichi,
pit in generale, una qualche idea di regolaritd nel nodo di variare di
y col variare di x . Al contrario una qualunque legge di corri=
spondenza, che ad ogni valore * faccia corrispondere un valore ¥;
per irregolare e strana che sia, costituisce sempre una funzione. Se ad

esenpio si fissano i vabri x x vE dell'ascissa e si assegnano

1) 2’

a capriccio i valori corrispondenti o ¥ vee Y la poligonale di cui

2’
i vertici vengono cosi ad cssere deterninati potrd avere un andamento ire
regolafe e capriccioso guanto si vuwole, ma rappresenta seupre una funzio=
ne ben deterninata. Dato un valore x qualunque dell'ascissa, si ve=

de subito dalla Fig. 7 che il corrispondente valore y dell'ordinata

rinane completanente iniividuato,

Una funzione potrebbe, anzi, in generale, essere tanto irregolare
da non poterne ncrrieno disegnare il diagrarma. Ha importanza pratica spe=

ciale perd considerarc de: casi notevoli in cui la dipendenza della

dalla x

¥
8i pud esprinerec nediante senmplici Operazioni aritmetiche,

cid che quasi sempre ha luogo quando il diagrarma che rappresenta la fun=

zione & una curva che gode di proprietd speciali, cone quelle che si con=

siderano in geonietria e che si presontano risolvendo problemi di meccanis=

ca, di fisica, di matenatica.

6 = ALCUNI ESHEIPI
Considererero anzitutto le funzioni del tipo y=ax - b ¢ yaaxz +

+bX +c, che sono rispettivanente rappresentate dalle Zette e dalle paras=

bole (ad asse verticale). Alcuni altri esmpl che & opportuno - -anpenng=
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pit semplici, sono:

y = ‘i" (iperbole) (v. Fig. 8)
2 o
y =V1-x" (semicerchio) ° ° (v. Fig. 9)
2 R (v. Fig.IO0)
. 1+ x2
3 pem
y va Ses sss s sv e (Vi FigoII)

B' facile far notare mediante qualche esenpio come simili funzioni si pre=
sentino effettivamente e spontancamente in probleri pratici e come il lo=
ro studio abbia guindi un'importanza anche pratica. La prima delle funzio=
riportate esprime la legge di BOYLE e IARIOTTE: se abbiamo un litro di
un gas alla pressione di un 'atmosfera, quaondo lo si sottovone ad una pres=

: 1 X
sione x , viene a occupare un volume e T Ad esenmpio: alla pres=

sione di 2, 3 atmosfere si costringe ad occupare 1/2 litro, I/3 di litro

di volumeo.
La seconda dd 1la velocitd (assoluts) del pendolo che oscilla fra due

posizioni estreme x=+1 e x =- 1. In tali posizioni la velocitd

Y @ Gk x2 & nulla, od & massima nel centro dell'oscillazione,
per x # 0 . La quarta di infine il lato y  del cubo quando se ne co=
nosca il volune X = y3 a

7 = FWIZIONI LINEARI .

Consideriomo dapprima il caso che la ¥ non varii mai col variare
della x » che rimanga cioé costante. Ad ogri valore x dell'ascis=
sa corrisponderd sempre la stessa ordinata y , e il diagramma si ri=
durrd manifestamente a una retta parallela alliasse x In narticola=

‘. "

re la funzione y = 0 & raprresentote dallo stesso asse delle x  : Ia

-’ )

funzione y =b , ove b & un numero pcsitivo o regativo, & roppresens=

tata dauna parallela a2l di sopra e rispettivamente al ai sotto di esso.

o
° s - 3 !
® Si deve intenderc, naturalrmente, la radics in senso aritmetico.

¢
cioé presa col sezno -

-
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L'espressione ¥y = ax + b  permette, fissato il valore di x , di
determinare il valore di y . Possiamo proporci il problema inverso:; fiss=
sato il valore ¢ di y , determinare per quale valore di x ri=

sulta y = c.

Si ricava dubito ax = y-b o quindi x = 3 = 2
Il valore x dell'ascissa per cii y = ¢ & dunque X = _:_:_2_,; in par=
ticolare il valore di x per cui y si annulla (punto d’intersezione
della retta coll'asse x) & X = - _3_ . Osserviamo a questo punto che
indicando xo C : , la funzione A ¥y = ax + b si pud anche scrive=
re y=al(x- xo) : 1l'ordinata y @& proporzionale a x =- xo‘, ?

ciod all'ascissa contata a partiro dal punto d'interseziore x-xo.
Un problema che apparentenente senbra pilt generale & quello di deters=

minare il valore x dell'ascissa in corrispondenza al quale i valori di
due date funzioni lineari coincidono. Geonetricanente cid significa cerca=
re l'intersezione di due rette.

Si abbiano le due funzioni lineari Yy =ax +b e y=A4x+ B ;

avremo ax +b = AXx + 3B quando . ax+ b - Ax - B=(a-A) x +(b-B)=0,
b - B

ossia per X = =~ ; (1'intersezione non esiste, evidentemento, se
a—

a = A, ¢ ciod se le duc rette sono parallele). Per il trovato valore dk =x

aB - bA

a-
trova sostituendo in una qualunque delle funzioni. Se con f (x) indi=

il valore dell'ordinata comune alle duc rette & y = , cone si

chiamo una certa funzione, la condizione f (x) = O definisce quel valore
0 quel gruppo di valori della x in corrispondenza dei quali la ¥y

si annulla: la f (x) = O si chiama gguazione in x Risolvere 1'equa=
zione vuol dire trovare i valori di x che la soddisfano. L ‘oquazione
8i dice lineare se & una funzione linearc la f(x); quelle precedentemen=
te considerate sono dunque equazioni lineari.

Accenniamo sncora ai sistemi di cquazioni lineari : vediamo subito un
caso senplice che rientra nell'argonento di cui ci stiamo accupando. E' no=
to che una retta & deterninata quando sc ne diano due punti; cid significa
che una funzions linecare & determinata quando si conoscano le ordinate

yI y2 che corrispondono allc ascisse Xy ed x

2

Abbiano infatti lo equazioni: ax; +b =y




[image: image17.jpg]da cui si ricavano i val®i di a e di b, determinando cosi la funziono

y=ax + b cercata.

¥s = ¥
2 1
Sottraendo la prima dalla scconda si ha a(xz-xl =Y,V &=
- S
2 1
e sottfaendo la prima moltiplicata per X, dalla ee:;nca noltiplicata per X
XV, = X
1
3 . - - - X b = ———

si ha: b(xz xl) X% 1 -

2 1
Questo stesso metodo (di eliminazione) si pud applicare alla risoluzione di
wn sistema di t¥e o pil equazioni lineari in altrettante incognite; un altro
netodo elementare & quello di sostituzione che consisterebbe nel ricavare ad

es, dalla prima equazione b=yl—ax e sostituire nella seconda, e conduce

1 ?
naturalmente agli stessi risultati. Un metodo generale & quello che conduce
alla formula di CRAMER, ma richicde 1l'uso della teoria dei Jbdrminanti, che
non & necessario conoscere per questo corso; invece & indispensabile conosce=

re bene i due metodi elementari che abbiamo richianati.

9 = IL QUADRATO E LA RADICE .

Una funzione elenentarissima e molto importante & il quadrato: y-xz.
Dato un numero x  qualunque, il corrispondente valore Yy si ottiene

moltiplicando x per s& stesso. Ad csempio l'area di un quadrato il cui
lato & x © wna grandezza y funzione della x ; il suo valore & ap=
punto y-x2 .

Il diagramma di questa funzione (v. Fig. I3) & una curva detta parabola,
simmetrica rispetto all'asse della x , che si dice asse della parabola, e
passante per l'origine che si dice vertice della parabola (punto della paras
bola giacente sul suo asse). Le parabole sOno state studiate fin dai matema=
tici greci perche si ottengono tagliando in un rodo opportuno un cono; tagli
eseguiti in diverse direzioni condurrebbero invece ad ottenere pnerboli ed

‘T

ellissi (in particolare cerchi). Da c1b viene il nome di coniche dato tuttora

a dette curve.
'Uq
E' noto che si dice radice di un numero positivo Y e si indica W\/yy
quel numero positivo che elevato al quadrato (moltiplicato ciod per s& stesso)
2 ames: ]
dd y. 8 ¥ y=x" , avremo dunque x= 'V/yy e ciod da il modo di rispon= -
dore al problema: assegnato un valore y ,determinare quali sono i valori

x dell’ascissa in corrispondenza dei qwali 1l'ordinata assume il valore y 1
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[image: image19.jpg]Essi sono x = '\/ﬁ;H 6 =X = -\/ y . La Fig. 13 mostra cone il problena si ri=

solva graficamente: ncl casc rapprosentato si deternminano graficamente i va=
lori per cui .x2=2 .

Un poco pil chiaro ancora appamrc il problena se si  rappresenta, cone
nella Fig. 14, il diagramma della funzione X = y . Talc diagraara non
& che netd di una parabola, con asse orizzontale e vertice nell'origine.

Non & forsc superfluo richianare 1'attcnzione su guesto fatto: un nume=
ro positivo minore di 1 , clevato al quadrato, dinminuisce (perchd lo si mol=
tiplica per st stesso), nentre se & maggiore di 1 esso cresce; reciprocanens=
te,Wn nunero positivo ostraendone la radice quadrata cresce se ninoro di
diminuisce se nmaggiore. Ad esenpio 22= 4 , e quindi \\/ 4 =@

(1/2)2 = 1/4 , ossia (0,50)% = 0,25 , o quindi (1/4 = 1/2 , ossia  0,25=0,50 .

10 = FUNZIONI DI SECONDO GRADO.

La funzione ¥y = ax2 & ancora rappresentata da una parnbola che diffo=
riscc da quella della Fig. I3 solo perche tutte lc ordinate vengono noltipli=
cate per a ; vengono ciod alteratc proporzionalnente. Essa ha ancora per
asse l'asse ¥ ¢ per vertice liorigine. Sc¢ a2 ¢ positivo la parabola &
disposta core la preccdente ¢ sale pill o rieno rapidancnte di cssa a secona
che a & maggiorc o ninore di 1 ; se a & negativo essa ¢ capovolta al
di sotto dell'assc delle =x

Se¢ la parabola che rappresenta la funzione ¥y = ax2 si sposta paralle=
lanente a s& stessa portandenc il verticc nel punto P di coordinate Xy 0
Yo la funzione che cssa vicnc a rapproscntarc @ y = Yot a(x-xo)2 (v. Fig.I5);
se infatti nmisurassinc lc ascisse a partirc da xo (e cio® nediante x-xo
anzichd con x ) e l¢ ordinate o partire da ¥, ( ¢ ciod nediante y-y, an=
zichd con y ) l'cquazionc sarcbbe quella di prim, ¢ si avrebbe cioe
=¥y = a(x—xo)z. Sarebbe coric sc si prendesse per sistena di riferimento,
anzich® il sistona dogli assi x e y con originc in 0 , il si;tona
analogo con origine in P .

Pid in generale, csscndo ¥y = f(x) una funzionec qualunque di x , se

aggiungiano ad ossa una costante ¢ , si otticne la funzione Yy = f(x) + ¢

il cui diagramna & quello stesso di prina spostato di una lunghezza ¢ lun=
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[image: image21.jpg]go l'asse y ; le rispettive ordinate si ottcngono infatti dalle preceden=

ti aggiungendo a tutte unastessa lunghczza ¢ (verso l'alto o il basso a

seconda del secgno di ¢, positivo o negativo). La funzione y-f(x-xo) &

rapprescntata analogamente dallo stesso diagrarma spostato lungo 1'asse delle

x di una lunghezza xo (verso destra o sinistra a seconda del segno di xq,
positivo o negativo). Ed y = a.f(x) & rapprescntata dallo stesso diagran=
na in cui tutte le ordinate sinno alterate nella stessa proporzione (ad es.
raddoppiate se a = 2 , dinczzate sec a = 1/2, ecc.).

Sviluppando l'espressione Yy = yo + a(x - xo)2 si ha:

Yy = ax2 - 2ax X + (axg + yo) = axX + bx + ¢

0
: 2
ove si ponga b = - 2axo s Gl axo + yo
4 b 2 b2 bz
a cui X, moel ST =C=-8X, =C=8" 72 = C= .
0 RS 0 4a 4a

Inversanente, abbiasi una qualunque funzionc di secondo grado ¥ = axz +
2 ,
+bx +c ; pongasi y,=c-b /4a , X - b/2a ; si vede subito che si
2 3
pud scrivere Yy = Yo + a(x—xo) , ¢ il diagramna © una parabola (ad asse ver=

ticale) col verticc nel punto P  di ascissa xo e ordinata yo R+ |

vertice @ il punto pih basso della parabola sc essa volge la concavita verso
1'alto (se a & positivo) cd il punto pih alto sc volge le concavitd verso
il basso ( sc a @& negativo).

3 2 . i
La funzione ¥y = ax + bx + ¢ ha dunque un nassino (se a & maggio=

re di 0) o rispettivamentc un ninimo (se a @& minore di  0) per xnxa-h/Za;

il valorc massino (minirmo) ivi assunto & Yo * 8o b2/4a .
Tale risultato avrd inportanza ik molti probleni, ed & fondanmentale

per il nctodo dei ninini quadrati.

IT = EQUAZIONI DI SECONDO GRADO .

Cercarc i valori per cui una funzione di secondo grado y = ax2 + bx 4+c
8i annulla vuol dirc risolverc 1l'cequazione di secondo grado ax2 +bx+c=0.,
Graficamento, si tratta di determinare i punti di interseziono coll'asse del=
le x della parabola che rappresonta la nostra funzione. Seriviamola sot=

to la forma y = Yo * a(x-xo)2 : porché sia y = 0 dovrd essero
3 ! : 2
‘1 §(a~x°’2 . - yo da cui risulta (x—xo) = - yo/, .

+‘ -...yo—-
x—xoa--\; a ’ xsxot




[image: image22.jpg]


[image: image23.jpg]La Fig. I6 nostra il significato di questi passaggi: siccone la parabo=.
la & simmetrica rispetto all’asse, anche le due intersczioni con l'agse x
saranno dispostc sirmctricamcnte rispetto ad csso, e ad una distanza (xpxo)
tale che a(x—xo)2 - e quando ci si riferisco all'asse di sirretria il
problema di determinarc le intersezioni, coincide infatti col caso pid sem=
plice gid veduto al n° 9 didoterminare per quale valore dell'ascissa la para=
bola - y = x2 ha un’ordinata asscgnata.

Per ottonerc la forrmla risolutiva dell'equazi cis ax2'+ bk +¢c = O
nella forma usuale non c’@® che da sostituire al posto di X e Yo . W
loro valori x, - -b/2a , AL b2/4a , e si ha

. s | " 1
-(c - ;é/' +a) b bz c

b \ — i — - . —— o S - - + ——— onewm—
X % = ... - - = - =
ot DX 2 i B! 4% 4

b 3 //—b2 - 4ec - R/ b - 4ac
4 e B do A e =

Pmin \// 4a° s g 482

b+ \/ b% - 4ac
2a g

Le radici non csistono sc la parbola sta tutta sopra o sotto 1'asse del=
'
lo ascissc. Sta sopra se a & minore di ze¥o o ¥, & naggiore di zorod;

sotto se a ¢ minore ¢i zero e ¥, & ninorc éi zero. Se Yo & ugua=
le a zero il veriice sta sulliasse x ed @ 1' unico punto che soddisfa la
equazione.

A un'equozione dello stesso tipo conducono i probleni soguenti: deterni=
nare i valori x per cui nia runzione Yy = axa + bx + ¢ assurie & a)
un valore agsegnato (intersezione dcila paratola con una parallela all'asse
x);b) an valore vguale a quello diuna funzioroe lineare assegnata ¥ = Bx + C
(intersezione della parabola con una retta)! c) una valore uguale a quello di
un’ altra funzione dr sciondo grado ¥y = sz + Bx + C (intersezione della pa=
rabola con altra parcbola «d assc vorticale). In quest'ultimo caso dobbia=
po risolverc l'equazinne

axz s$bx+c= Ax> + B 4 0 ossia fA»a)xz + (B-p)x + (C~c) = 0 ;

in questo caso rieniranc in particolare i procedenti per A=0 o per B=20
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I2 = PARABOLA DETERMINATA DA TRE PUNTI.

Una retta & individuata quando sec ne conoscano due punti; una parabola
ad asse vorticale quando se nc conoscano tre; vedremo infatti che, assegnanw=
do cormnque ad arbitrio le ordinate Yy s y2 s y3 cho cssa assunme in
corrispondenza di tre valori dati X0 X, X dell'ascissa, la funzio=

3

2
ne di secondo grado : y = ax + bX + ¢ tale che

-

ax. + bx1+ C = y1

|

ax, + bx_+ ¢ = y2

2

NN

X_ + bX_+ € =y

3

N

& completamente detorminata, ed & quindi completanonte determinata la paras

bola che ne dia la rapprescentazione grafica.
f Quello che abbiamo ora scritto & infatti un sistoma di tre cquazioni li=
neari nelle tre incognite, a , . ¢ ; basta risolverlo ¢ si ottengono
i valori di esse. :

Escguiamo il calcolo "1 un caso particolare interessante, perch® si pre=
senta spesso nclla statistica, ed & molto semplice. Siano assegnati i valori

Y3+ Yg» ¥, che assume, in corrispondenza ai valori x = -1, x = O,xel,

1'ordinata della parabola y = ax2 +bXx+c Ilvaloredi y per x = =l

& a(-1)2 +b(-1) +ec=a-b+c; il valore por x =0 d a02 + b0 +c=¢ ;
< 2

il valoro per x =1 & al +bl +c=a+b+ c ; dovendo essi risultare

uguali ordinatamente a y 1 yo " yl , avreno:

a-b+c = Y, o =3 a+b+c = y; -

La seconda da gid ¢ = Yo ° Sottraendo la prina dalla terza si ha

2b = -y, o quindi b = %{yl -y 1) + Sommando la prinma e la torza

8i hi infine 2a + 2¢ = Iy +¥_ 1 o 2a = Y+ _y - 2¢ , ed, essendo ¢ = yo '
+ &3 . -‘ »

a = Efyl y_l) Yo Otteniamo ciod

Ry R,
BT, vyl Eadg
I3 = FUNZIONE ESPONENZIALE .
Un tipo di funzione che & necessario conoscere ® quello della funzione

ospononziale, che potremo intrcdurre in forma intuitiva richianandoci ad un

{ ~ facile csempio. Abbiasi un capitale impiegato all'interésso conposto contimio,

ftin modo ciod che gli interessi comincino subito a fruttare man nano eha natue

i
eerl
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[image: image26.jpg]rano; se facciamo un diagramma dell'ammontare ¥ del capitale dopo un tems=
o] A (y & dunque una funzione di x) otterremo una curva come quels=
la della Fig. I7. Possiamo supporre che nell'istante inziale (x = 0) il capita=
ﬁ le sbbia il valore I (una lira, un milione, ecc.,liunitd di misura ¢ ines=
senziale), indichiamo poi con a il valore della §y per x=I, ciod do=
po un anno, se, come & d'uso in gnesti problemi, si prende come unitd d4i misu=
ra 1'anno: A quanto amonterd il capitale dopo due, tre, n anni ? Ossia quale
sard il valore dell'ordinata Yy quando X =2, =3, ..o =n anni ? Nel se=
condo anno il capitale si accrescerd nella stessa proporzione che nel primo an=
no; se ad esempio durange il primo anno s& accresciuto del 5%, passando dal
valore I =& valore a = -,05 , nel secondo anno a‘meénterd ancora del 5% e
diverra : 1,05 1,05 =1,1025 = 32; in generale il valore di y  per x2
sard a.a = a2; nel terzo anno il capitale crescerd ancora nella stessa propors
zidne, e cioeé moltiplicandosi nuovamente per a ;il valore di y corrispon=
dente a x = 3 sarda dunque a2. a = a3 e si vede subito che,in generale,
dopo n anni (per x = n intero) il valore y del capitale @ y = "
Abbiamo cosi ottenuto 1'equazione delle ordinate della nostra curva in corri=
spondenza ai valori interi 1,2, 3 ...n; dotbiamo studiare come varia il
capitale all'interno di un anno (e.consideriamo, ad esemrio, il primo anno:
per x fra O e l). Quale sard 1l'ammontare del capitale dopo sei mesi ? e
ciod quale valore di y corrisponderd a X = 1/2 2 Indichiamolo con b ;

in sei mesi il cavitale & cresciuto nel rapporto di I a b ; negli altri

\

sei mesi crescard ancora nel medesimo rapporto, moltiplicandosi ancora pef b,

e sard quindi il valore del capitale ¢opo un aaro. Abbiamo dunque a-b2

b = ';/;“ : per X = %‘ abbiamz y = \v/;,. Analogamente per Xx = %‘ si ha

> Lo \/;: PR :1 S S \/_;, e in geﬂerale pet‘ X = l‘ y = v: .
i Per X = ?‘ il solito ragionamento darebbe y = a (= (\/nv come & not»;
‘ in generale, se X = , (rumero razionale) & y = \ . .

Questa espressione permette di determinare quanti punti si vuole della curva,

tanto fitti da determinarla completamente con quanta precisione si vuole . (°,°)

- ——————— o ————— Vo T

——————— T

non
(°,°) Non si deve dimenticare ché¥futti i numeri sono razionali (non tutti i

punti dell'asse x hamno per ascissa un numero razionale) ; ad es; V2 non
2 un numero razionale; noa esistono due numeri interi n ed m tali che

\/§~= ?‘ . sitrimenti sarebbe m2 = 2n" , e scomporendo i due termini in fat=
tori primi. a sinistra il fattére 2 comparirebbe un numero pari, a destra un ;
numero dispar: di volte,’- -he & assurio.
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[image: image28.jpg]Si suole indicare col simbolo e ( "a elevato ad x","a alla x")
il valore y dell'ordinata corrispondente ad X ; 1'opportunitd di que=
sta notazione a)pare da quanto precaedes cone ap indica il valore del capi=
tale (inizialmente = I) dopo n  anni (quando a & il valore dopo un an=
no), cosi ax , per X @ alunque anche non intero, viene a indlcare secon=
do questa convenzione, il valore del caritale dopo un tempo X . Osservia=
mo che per X = ﬁ) il simbolo gx = ;% 51gn1fica Q\JF~E? e L partico-

- * 3
lare al/2=\/a, al = \/—; a4- '\,F ...a = /_:,... a3- N/:z‘

3 1
= (1vr;)2 . Ber x negativo & poi i in b ad esempio,
8 -

< e g
a7 e, R

Wl’—‘
N

Rimane cosi definita (per ogni a maggiore di 0) la funzione (funzione
esponenziale) y = ax ; B8e a © uguale a I la funzione & costante; se a
® maggiore di uno la funzione cresce (1a curva sale), e se a ¢ minire di
uno decresce (la curva scende; 3 la stessa curva percorsa in senso opposto,
da destra a sinistra) . In ogni caso @ y=1 per X = 0, e a rappres=

senta il valore di ¥y iiper T Lt T T T

14 = LA FUNZIOWE LOGARITIO .
Ponimm» il problema inwvrso : e c¢i limiteremo a considerare il caso a>1
. & biamo visto come si determina il valore che avra un capi=
tale dopo un tempo assegnato ( come si calcola y dato x); vediamo ora
come si determina quanto tempo sia necessario perch® il capitale raggiunga
un valore assegnato ( ¢ ciod come si calcoli X dato ¥).

Come si possa procedere graficamente lo abbiamo gid ripetuto a proposi=
to della retta e della parabola: fissato il valore y si trova per qule
punto 1'ordinata della curva abbia tale valore tracciando la parallela all'as=
se x corrispondente al voluto valore: X % 1'ascissa dell'intersezione.
Procediamo ora comeper la radice; riproduciaho il diagramma scambiando gli
assi, in modo da avere il diagramma della funzione inversa, il diagramma ciod
che rappresenta x in funzione di y = a? (v. Fig. I8) . La funzione cosi
rappresentata si chiama logaritmo di y in base a . e si scrive

= 1°ga ¥ ;
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per definizione, il logaritmo in base a di Yy & quel numero X

per cui a?-y . Nel nostro esempio : il loggaritmo in base a di ¥y 2
il tempo necessario perchd il capitale I  assuma il valore y (ove si
intenda con a il valore del capitale dopo un anno) .

I1 logaritmo & una funzione crescente, negativo per valori minori di
wno, nullo per il valore I, positivo per valori maggiori di uno.

Assume il valore 1 per y=a (per un valore uguale alla base del
logaritmo).

I logaritmi godono della proprietd fondamentale: il logaritmo di un
prodotto & la somma deci logaritmi dei fattori. Questa proprictd equivale
alla seguentc proprictd fondamentalc delle funzioni esponcnziali: 1'esponen=
ziale di una somma & il prodotto dellc csponenziali degli addendi. Si ha ciog

X+2 x 3

= . 2 1 . =1 1 .
a a .a e oga(u v) og,u + log v

So infatti in un intervallo di tempo x un capitalé si accresce nella pro=

. -

porzione di 1 ad a , ¢ nel successivo intervallo di tempo 2z  si ascresce
z

nolla proporzione di 1 ad a , alla finc dell'intervallo totale X+2

sard dx (valore alla fine dell'intervallo x) moltiplicato per az (chd

X+2 X 2

tale & l'accrescimento nel sccondo intervalls) . E' dunque a = a .a j

essondo
& a1ogau : - aIOgav i
. aloga(u.v) z alogéu.aIOQav 2 a(logau + logav)
) 1 ‘ log., lo
avrenm g oga(u.v)_ a( g.u + log,v)

. 1oga(u.v) = logau + 10gav .

Anche questa proprictd del logaritmo si pud spicgarc facilmente sulla
traccia del nostro csempio come s'® fattd per la,precedente. Vediamolo per
un caso particolarc; sard un csercizio utile ripctere il ragionamecnto per
il caso gencrale. Nell'untervallo di tempo x = logaz il capitale si rad=
? doppia, nell'intervallo successivo 2z = loga5 il capitale si triplica ,
| dopo il tempe x + z = logaz + loga3 il capitale & dunque scstuplicato
(% il triplo del doppio) ; ma il tempo nccossario per sestuplicarc il capity =

le si indica per definizione loga6 ed & quindi log 2 + log 3 = logaG .
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[image: image31.jpg]Le basi pill usate sono a = 10 (per calcoli pratici) ¢ a = e = 2,718...
(nelle matematiche superiori) . Il significato del numcro e lo vedremo tra
breve ; l'uso della basc 10 & conveniente per 1'impiego dclle note tavole
che ne risulta molto scmplificato. Abbiasi infatti ad esempio da cercare

logy, 37295 ; & 37295 = 3,7295 x 10000 = 3,7295 x 10" ;

1°g10104 o §iy log1037295 = 103103,7295 + lbgiolo4 = 103103.7295 +4 .
Le tavole danno loglo5;7295 = 0;5716506 , ¢ quindi 10gio37295 = 4,5716506 .

In gencrale la parte intera (garatierigtica) @ il numero delle cifre (csclu=
se, sc ¢i sono, le cifre decimali) diminuito di uno; la parte frazionaria
(mantissa) & il logaritmo del numero che si otticne mcttendo la virgola dopo

la prima cifra, e si trova nelle tavecle.

I5 = IL NUMERO e .

Insieme al numero (pigreco) I = 3,I4I59... (rapporto della circonfes=

renza al diametro) il numecro e = 2,7I€23... & quello che ha la maggiore
importanza nell'analisi. Il suo significato si »ud rendere intuitivo rife=
rendoci anche qui al solito problema dell'intcresse continuo.

Supponiamo che il capitale sia impiegato, anziché all'intcresse continuo,
all'interessc scmplice ; allora si accrescerd secondo una retta, ¢ si raddop=
pierd in un periodo che sard ad es. di venti anni al 5%, di 25 al 4% . Per
scmplicitd di esposizione supponiamo che il periodo in cui il capitale si
raddoppia sia un anno: cid corrisponde a un intercssc del I00%, ma 1'inve=
rosimiglianza di questo tasso non modifica affatto la sostanza del problema.

In un anno il capitale cresce allora lincarmente sccondo la retta AE
(v. Fig. I9) . Se invece la capitalizzazionc & scmestrale, nel sccondo seme=
stre, oltre al capitale iniziale, fruttano anche gli interessi maturati nel
primo secmestre: nel primo semestre il capitale ercsce ancora nello stesso
modo di prima, ma nel secondo l'accrescimento & pili rapido e il diagramma
dell'aumento del capitale & dato allora dalla spezzata ACF. Analoganente
avviene nel caso della capitalizzazione mensile, giornaliera, o avente luogo
per intervalli ancor pil minuti, ¢ ci si avvicina sempre pil al caso della
capitalizzazione continua precedentemente condiderato, e cio® alla curva e=
sponenziale AH . Il valore dell'ordinatz in H & appunto quel numero

2,71828... che si indica con le lettera ¢ ; 11 suo significato, come
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appare dalla spiegazione data. & questo : & il numero per cui si meltiplies
un capitale impiegato all'interesse comtinuo nel periodo di tempo in cui =~
impiegandolo allo stcsso tdsso di interesse, ma a interesse semplice - si
raddoppierebbe. In altre parole, nel periodo di tempo in cui, impiegato al=
1'interessc sempliece, un capitale cresce del I00%, impiegato all'interesse
continuo (stesso saggio) si accresce invece del I71,82% cirda.

La definizione matematica del numero e & la seguente. Consideriamo

i nuneri

()2, (B2 2,25, (D)= 2,51, Pt - 2,4, ...

110 1,100 1 ,1000
(14 To) = 2,59 4 «oo (M4 q55) = 2,70, oor (14 15685 2N il

e la cui ospressione generalc & (l+iﬁn ; sarcbbe facile vedere che

(1+%)n da proprio 1'ammontare del capitale nel caso precedentemente consides
rato (Fig. I9) quando la capitalizzazione dcll'interesse avvenga nel perio=
dd indicato n volte (ad intervalli uguali). Questi numeri vanno erescens=

do, avvicinandosi sempre pil al numero e , che si dice loro limite .

16 = CURVA DECLI ERRORI .

Una curva che ha grande importanza nel calcolo dclle probabilitd e quine
di nella gtatistica & quella che rappresenta la legge normale degli errotri
di GAUSS, e che si dice curva degli errori. La sua forma si vede dalla Fig.20,

e rappresenta la funzione

P | 2

2

L
5 X

y.oe €

8i dice curva degli crrori perch® in molti problemi si trova, come ve=
dremo molto pill tardi, che la probabilitd di un errore compreso fra duc cer=
ti limiti e' ed e" @& data dall'area corrispondente segnata in nero nella
figura . Uandamento della curva-con un massiro rer x=0 , e degradante

rapidamente alla'allontanarsi dall'origine ~indica che & molto probabile ave=

re errori piccoli, e che gli errori pil grandi sono man mano pid rari e piu

inverosimili,
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Nell'analisi matomatica le funzioni vengono sottoposte a uno studio mol=
to pi approfondito che si basa essenzialmente sui concetti di derivata e di
integrale. Noi non nc faremo uso dato il carattcre elementarc della presente
trattazione, ma occorre averne un'idea.

Sia y una funzione qualunque di x ¢ disegnamono il diagramma
(Fig. 21).Supponizo che nel punto di ascissa = X = §° la curva ammotta una
tangente (nel significato intuitivo che preciscremo subito un pd meglio). La
inclinazione della tangentc(e ciod il numero a  se la sua equazione &

y = ax + b) si dice la DERIVATA della funzione y par X =gy + Dssa rappro=
senta la rapiditd con cui la funzione - y cresce o diminuisce (se rispetti=
vrmente la derivata & positiva o negativa) nelle vicinanze del valore Xwgs.

Procisiamo un pd cosa si intenda per tangente. Dal punto P del di;-
grarma spicchiamo verso destra delle senirette di inclinazione qualunque, coO=
me PA, PB, PC, PD ; dircmo che esse sono pilt inclinate della curva se,
almeno por un certo tratto immediatamente a destra di P, esse rimangono
superiori alla curva, e che sono meno inclinate se (almeno per un corto trat=
to immediatementc a destra di P) si mantengono inferiori. Ad esempio, nella
figura, PA ¢ FB soggegnclinate e PT, PC, By sono piu inclina=
te della curva. La tangente PI  gode della proprietd che ogni semiretta
pit inclinata della PT & pid inclinata della curva, ¢ ogni scmiretta me=
no inclinata della PT & meno inclinata della curva; un fatto analogo ac=
cade a sinistra di P. Non scaprc la tangente esiste, in generale anzi una
funzione non ha derivata, ma cid non asccadc nella maggior parte dei casi senms
plici che pid spesso si considerano nell'analisi.

8i dice INTEGRALE della funzione y di x nell'intervallo fra X=a
@ X=b 1l'area compresa fra la curva, l'asse x (nota: se l'area & sotto
l'asse x , la si considera negativa) e le ordipate in a e b (area

punteggiata nella Fig. 22) e lo si indiea con ‘éfbydx 3

Anche il concetto di area andrebbe precisato in modo analogo a quello
brevemente sviluppato per il concetto di tangentc, ma su cid non ci attar=
dereno. Accenniamo piuttosto alla proprietd fondanentale dell'integrazione.

L'integrale di una coertia funzione da un valore a fino ad un valore

gonerico x & una funziorc di  x ; la dorivaﬁ%{di,queéta funzione per

Ik



[image: image36.jpg]un valore x qualunque non & che il corrispondente valore della stessa
y .« E' infatti intuitivo che 1'area cresce tanto pid rapidauente spostan=
do verso destra il limite b quanto pill grande d il valore di y cor=
rispondente a b; basta questa osservazione per far intravederc che deve
sussistere la proprietd annunciata.

Un esenpio semplice: se ¥ rappresenta lo spazio percorso da un' au=
tomobile dalia partenza fino all'istante X, ¥y & una funzione di x ,
o la dorivata di y in dato istante & la velocitd che ha in quell'istan=

te 1'automobile. E inversamentic lo spazio porcorso dall'autonobile fino al=

1'istante x @& l'integrale della velocitd fra l'istante iniziale o l'i=

stante x.
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In molti casi non interessa, o pud interessare solo in un secondo momento e per
uno studio pid approfondito, la conosc enza precisa dei dati; importa invece a=
vere in modo semplice e chiaro un idea sintetica, che ci illumini sulle circo=
stanze che, in relazione ai nostri scopi, ci appaiono pill salienti e pil signi=
ficativi. Data ad esempio una serie di valori di un certo carattere (come la sta=
tura di un certo gruppo di individui, il numero dei nati in Italia, in alcuni
anni successivi,etc.) pud interessare in primo luogo avere un'idea del loro or=
dine di grandezza, in dipendentemente dalla variabilitd che il carattere presens
ta; pud in secondo luogo inmteressare l'ordine di grandezza di tale variabilita,
e ciot degli scarti fra l'uno e 1l'altro valore della serie, indipendentemente

da un pil dettagliato ¢ preciso esame di essi, e si potrd, in fine passare, ana=

logamente, all'esame sintetico di circostanze sempre meno semplici,

19 = IL CONCETTO DI MEDIA =

I1 concetto di media ha un significato preciso e pr&fondo quando & ben definito
lo scopo che col suo calcolo ci si prefigge, ossia, in altre parole, quando ¢
ben determinata la circostanza che si ha in vista e in relazione alla quale si
vuole ottenere, mediante una media, la rappresentazione sintetica della consides=
rata serie di dati. Pud darsi in pratica (ne riparleremo al n° 22) che tale sco=
po non riesca ben distinto, che non ci sia una circostanza ben precisa di cui
tener conto, ma piuttosto un complesso di circostanze, vago ¢ mal precisabile.
In questi casi, naturalmente, anche il significato delle medie risulta di con=
seguenza alquanto vago ¢ impreciso ma non perch® tale sia il concetto di "media"

relativa ad una determinata circostanza.

Tale concetto & stato spiegato ¢ lumeggiato dal CHISINI in una nota del Periodi=
co di Matematiche (I929,n° 2); su di esso insistercmo alquanto perché di solito
la nozione -di media viene introdotta in modo concettualmente privo di senso (fa=
cendo, come rileva il CHISINI, opera bensi esatta ma puramente formale ed antifi=
loscfica, che pud servire, e male, solo per uso empirico). Consideriamo un esems=
pio (quello stesso da cui parte il Chisini) che renderd pil chiara la questione.

Un automobile percorre 225 Km.; i primi I20 alla velocitd di 60 Km. all'ora e

gli altri I05 alla velocitd di 105 Km. all'ora. Qualo & la velocitd media?



[image: image38.jpg]Qui & spontanec'rispondere che, avendo l'automobile impiegato complessivamen=

te 3 ore a percorrere i 225 Km., la velocitd media & di 75 all'ora (225:3=75).

gy

Ma supponiamo che 1'automobile sia noleggiata, e il noleggiatore si interessi i

del consumo della benzina. Egli troverd che il consumo fatto per i 225 Km. non

¢ quello che si sarebbe verificato se 1'automobile avesse mantenuto per tutto
il percorso una velocita costante di 75 Km., ma guello invece corrispondente
a una velocitd costante diversa, ad es. di 80 Km. all'ors (come si ricavereb=
be da una formula empirica che esprime il consumo della benzina alle diverse
velocitd, formula cho & qui inutile ricordare). La velociti media per quanto
riguarda al consumo del tempo & dunque di 75 Km. all'ora, perch® per riguardo a
al consumo di tempo, & come se l'automobile avesse mantenuta la velocitd co=
stante di 75 Km. all'ora; per riguardo =l comsumo di benzina la velocitd me=
dia & invece db 80 Km, all'ora, ciod come se 1'automobile avesse costantemen=
te marciato a 80 orari. Potevamo anche presccuparci di una circostanza diver=
sa: in ogni caso, per riguardo ad una certa circostanza, la venocitd media
sarp di N Km. all'ora se, por riguardo ad essz, & come se 1'automobile avess=
se marciato sempre alla velocitd di N. Km. all'ora. In generale: se per ri=
guardo ad una data circostanza, & come se alcune grandezze. xI; X2 sin kil
avessero tutte il valore comune x, tale valore x si chiama, per definizione,

Sa-media a1 X1, X2..0004, X0, DOP riguardo a quella circostanza.

20 = TIPI DI MEDIE PIU'COMUNI =
B' noto, e lo mostreranno anche gli csempi che faremo seguire a maggior chia=
rimenti di questi concetti, che i tipi di media ché pill spesso si presentano

sono i seguenti, di cui & bene ricordare le denominazioni:
.\(,4-\)(2-‘--.- -»,x“

MEDIA ARITMRTICA di n valori L.Ly, X si dice il valore M=

n p
n
" GEOMETRICA di n valori X, Xy, e, X, e 5 M. }';I.\’, x, J-*-
Xy Ky
" QUADRATICA  di n valori X, x,, . «, el M = '\,/‘—'-\.!:?‘i!:‘:'z;::'—?i-
n
" ARMONICA di n valori x. x, .., x, . e N :,-——’-:—- ——
R e

: e : :
E' ovvio che se il valore xI & ripetuto p,volte, il valore ¥, & ripetuto

Po volte; ..., il valore x % ¢ ripetuto p, volte, lc medie aritmdtica, geometri=

ca, quadratica e armonica sono date (anzicch® daile espressioni pfecedenti, re=

lative al caso in cui ogni valore 3i presenta uan sola volta) dalle espressioni

Ay

seguenti -
= PPXa PN ke rpwRe M - Fit gy o > .
) g \s W
Pit byt - +iom. J R0 L% oA i
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Una espressione di questo generec (in cui P1y Ppyees Pn sono numeri pesitivi, an=
che non interi) si dice media (aritmetica, ecc.) ponderata, i numeri P1sPysees

Pn si dicono pesi. Per contrapposto nel caso precedente la media si dce gemplige.
Osserviamo un fatto notevole: quali si siano i numeri XpeesX, la loro media ar=
monica & minore della loro media geometrica, e questa © minore della loro media
aritmetica, che & a sua volta minorec della media quadratida (sia nel ;aso che
tutte queste medie siano semplici, sian nel caso che siano ponderate, ma, benin=
teso, sempre goi medesimi pesi). Dimostriamo ad esempio in particolare che la

u+v
media aritmetica .

di due numeri nositivi u e v © nmaggiore della loro media
b _ =350

geometrica \/ uv : che & cio® -/ uv < uﬁv ossia 2 Vuv < u+v, essia
(elevando a quadrato) 4uw <fu2+v2+2uv - u2+v2-2uv > 0. B infatti u2+v2~2uv &

positivo, essendo il quadrato di (u-v).

21 = ESEMPI =
Per reddito medio di una certa popolazione si intende abitualmente il reddi=

to complessivo diviso in parti uguali: esso & dunque la media di diversi redditi

per riguardo all'ammontare totale: & quel reddito che dovrecbbe essere comunc ad
ogni individuo perché il reddito complessivo rimanga inalterato; per riguardo al
reddito complessivo &_gome se ciascuno individuo avesse un reddito uguale a quel
valore. In questo caso si applica la regola aritmetica. Ma al fisco interessera
invece, non l'ammontare del reddito, ma guello dell'imposta sul reddito, e in
generale, se l'imposta non & proporzionale al reddito, agli effetti del gettito
dell'imposta non & affatte come se il reddito totale fosse ugualmente ripartito
fra tutti gli individ%i. Facciamo un e¢smpio banale. Due contribuenti hanno rispet=
tivamente un reddito I.000 e 3.000; 'limposta & del I0% fino a I.500, e del 20%
per redditi superiori. L'ammontare totale del reddito & 4.000, e la media per

riguardo ad ecso & 4.000 : 2 = 2.000; 1'imposta che i due contribuenti pagane

& I00 e 600, totale T00; se avessero entrambi un reddito 2.000 essa sarebbe in=
vece 800. Per riguardo al fisceo,la media dei duc redditi I.000 e 3.000 non & pilh
2.000 ma I.750.

Abbiansi dei conduttori elettrici, ad esempio tre,per semplificare, e sia

ry, r2,r3 la loro resistenza. Qual'® la resistenza media? La domanda non ha senso




Manca qualcosa o una riga o una pagina….

Una riga e una pagina

La riga: se non si precisa per riguardo a quale circostanza; consideriamo il caso più na=

La pagina inizia con: turale, e tale circostanza  etc 

[image: image40.jpg]le cspressioni cui si giunge sono quellc delle medie pil elementari considerate

nel ns 20 =

22 = VALORE TIPICQO. MEDIANA =
Sc i diversi valori che un carattere assume sono, almeno nella loro grande
maggioranza, poco diversi l'uno dnll'altro, anche il loro valorec medio varia in

genere di poco al variamre della circostanza d4i cui si tienc conto; sc ad escmpio

un' automobile manticne per qunsi tutto il percorso una velocitd che oscilla di po=
¢o ora sopra ¢ ora sotto gli 80 all'ora, & chiaro che la sua velocitd media, sia
per riguardo al consumo di tempo, sin considerando invece il consumo di benzina,

0 sin ancora per qualungue altra circostanza che possa interessare, sard secmpre

0 quasi praticamente uguale a 80 all'ora. Por riguardo n quasi tutte lo circostan=
zo & presso a poco come se la velocitd si fossc mantenuta sempre sugli 80 all'ora.

In questo caso ¢ nei casi analoghi si usa dire che un certo valore ¢ la me=
dia dei valori dati per dire che & a un dipresso uguale a tutti o quosi tali vas=
lori, che pud dnrc un'idea (pilt o meno approssimata) del loro ordine di grandez=
za, che per riguardo a un complesso di circostanze, in genere vago é indctormi=
nato, osso & approssimativamente uguale alla medin in scnso matematico. Queste
circostanze si esprimono anchc, ¢ meglio, dicende che quel valorc pud esserc as=
sunto come valorc Lipico, chec pud ciod csscrc assunto come tipo di tutti gli al=
tri. Ad es. la statura media di un gruppo di individui pud considerarsi come sta=
tura tipica, perch® lc $taturc che si scostano notevolmente da cssa in pih od in
meno sono sempre piu rarc; sarcbbe invece sciocco considerarc come durata tipica
della vita la vita media o qualunque altra durata di vita, perch® si hanno in gran
numcro i morti in ctd infantilc o schile, ¢ urtcrcbbe l'intuizione sostitﬁire co=
manque alla distribuzionc cffettiva un'altra qualunque in cui le morti avvcnises=
soro tutte a una medesima cta.

Ricapitolando: la medis ha un significato preciso, ma solo rclativamente a
qualche circostanza ben procisata; se quosto punto non si sa o si vuole precisa=
re, ¢ si cerca un valore tipico che dia approssimativamente 1'ordinc di grandez=
comnc di tutti o quasi i tormini, il scnso rimanc vago, ¢ non @ detto nemmeno
che tale valorc debba csisteore. Comunque si tratta di maggiorc o minore opportus=
nitd, c¢ in nessun modo il problema ha in tzl caso un significato matematico.

Come valore tipico'é sppsso conveniente assumere il valore mediano (oscnz'al=
tro mediona. Esso & il valorc per cui si hnano in cgual numero scarti positivi e

negativi. Sc i termini &i dispongono in ordinc crescente, la mediana & il valore
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[image: image42.jpg]" a1 centro della serie. Dire ad es. che la statura mediana in una data popolazio=

[hne ® di m. I,68 significa che il 50% della popolazione ha statura minore e il 50%
b ha statura maggiorc. Indipendentemente dal suo evéntuale uso come valore tipico,
la considerazionc della mediana ha spesso molto interesse. Cosi nelle tavole di

. mortalitd si calcola anche la vita mediana (vita mediana = otd alla quale solo
la metd dei nati sopravvive), bench®, come gid osscrvammo, non si possa avere in

tal caso lo scopo di cercare una durata tipica di vita.

23 = VARIABILITA' =

Una prima idea sintetica di una scoric di grandezze & data da una media o va=
lore tipico che ne caratterizza 1l'ordine di grandczza (e cid, sc si tratta di una
media, in modo preciso ma relativo a una circostanza ben determinata, e se & un
valore tipico in modo pidt vago ma di adattabilitd cmpirica pid ampia); un secon=
do grado di approssimazione nel descriverc sintcticamente una serie di dati si

raggiunge studiandone la variabilitd. Questo studio ha un valore praticamente

pit significativo nel caso stesso in cui & pil conveniente la considerazione di .
valori tipici, e ciod quando i vo'ori si avvicinino tutti intorno a un valore in= |
termedio,e gli scarti positivi o negativi da esso si fanno sempre piu rari al
crescere del loro valore assoluto. In questo caso studiare la variabilita signi=
fica farsi un'idea dell'ordine di grandezza cegli scarti rispetto al valore ti=
pico; si usano a tal uopo specialmente la media artmrtica e quadratica degli scar=
ti (in valore assoluto).

Migliore convenienza si ha, nel caso generale di una distribuzione piu com=
plessa,usundo la differenza media. Un'idea semplicc e spesso utile della varia=
pilitd si p1d infine avere considerando a¥ri valori ava’o hi alla mediana,® ciod-1i
quartili, sestili, decili (per citare le suddivisioni pild ggate, specie in antro=
pometria), e ciod i valori espremi delle 4, 6, IO classiygg;%ui i dati si possono
dividere disponendoli in ordine di grandezza. Se ad es. nn quarto della popolazio=
ne ha statura inferiore a m. I.60, un quarto fra [,60 e I,68, un guarto fra I,68
e I,75, e un quarto sopra I,75, allora la mgdiana e 1,68, e I,60 e I,75 sono il
primo e il terzo quartile. La loro differenra, I5cm.,da 1'ampiezza dei limiti fra

cui ® compresa la metd centrale della popolazione, e pud dare un'idea della varia=

bilitd, per il quale scopo & spesso effettivamente impiegata.
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Si dice scostamento quadratico medi~ dei valori Xy...X, da un certo valore x

la media quadrafica Gy degli scostamenti (xl-x)....(xn—x), e ciod

6 % /iXI-X)Z‘F.- o'l‘(Xn-X)z 5 /! (11~X)2+ooo+pn(1n-X)2
x 5 - 0 in generale £ = L 1

pl + sseses + Pn
se i valori x3 ...... X, sono ripetuti p3 e... P, volte.
Vediamo anzitutto come varia &, al variare di x (osserviamo che &, @

una funzione di x); per maggiore comoditd vediamo come varia il suo quadrato

4 * < 1
Abbiamo 2 2[(x . X fx =) = m [t 2w ) Tmilxdean2]e X2 -
~2xq7 [-*-h. +x ]— 6’~4xm rx?
ove \/_.(_,,z o 4+ x.2) & lo scostamento quadratico medio del va=
\ i : ; e
lore x=0, ed m = R(x,-* xn) & la media aritmetica dg.’:&. Si vede che b';

¢ funzione di secondo grado di x minima per X=m (vedi determinazione del verti=

ce della parabola al n.10), il valore minimo che si ha per x=m & 6‘“2\-‘: 602—»':12;

=~

indicheremo brevemente G = Om,

Lo scostamente quadratico medio T d& un'idea dell'ordine di grandezza de=

gli scostamenti dalla media .(x,-m} {x-m),...{x,-m) Esso & molto usato specie
grazie al teorema di Bienaymé-Tchebichef,che & molto utile nella teorie delle
probabilitd, ma che possiamo enunciare fin d'ora in un senso piu elementare. Pos=
siamo dimostrare che la percentuale dei termini che harno uno scostamento dalla
media maggiore di h volte €& e minore di ’j‘{i :
Se infatti k degli n scarti (valori assoluti) Sy1 S,y +++8,, SONO maggios=
ri di a, la somma dei loro quadrati & maggidre di ka:‘;' , e a maggior ragione &
maggiore di ka la somma dei quedratl di tutti gli n valori. Dividendo per n
&2 ka’ k (&) % k
risulta che b B8 R (‘5‘/,39 a5 }‘“( i“‘ ; m & la percentuale de=
gli scarti mmggiori di ]L volte 6 , e tale percentuale & minore di ;—t'i’ C.V. 3
Por h=2,3,4,5,I0 abbiamo ad es. che la percentuale degli scarti dalla media ar.
superiori al doppio, triplo, quadv‘uplo. quim;uplo, decuplo di & sono in ogni

caso minori di 3‘5‘-‘-2'}7., 3= 1,0, Lf’62$/ 5 =4, Tlo"i =4/

25 = SCOSTAMENTO SEMPLICE MEDIO. CONSIDERAZIONI SULLA VARIABILITA'.SIIMETRIA. E
ASIMMETRIA
Se invece della media quadratice degli scarti st\“’.f"a la media aritmetica (dei
valori assoluti) si ha lo scostamento semplice medio; si pud dimostrare che il
minimo dello scostamento semplice medio da un valore x si ottine quando x soin=

cide cohla mediana (anzich® colla media, come nel caso precedente).




[image: image44.jpg]Se un valore medio dello scostamento si assume a misura del pil o meno buon

aggruppamento dei valori dati attorno a un certo valore x, possiamo dire che il
valore attorno a cui i valori dati si raggruppano meglio, ossia attorno a cui so=
no pil serrati, sarebbe la media aritmetica se-cl si volesse basare sullo scosta=
mento quadratico medio, e sarcbbe invece la mediana se ci si volesse basare sullo
scostamento semplice medio. La diversitd dei risultati non deve inmpressionare: il
problema & posto in modo cosi vago che il suo valore & quasi affatto tohvenziona=
le.Riferendoci a quanto abbiamo detto per le medie possiamd tpiogarci meglio di=
cendo che quasi in nessun problema il concetto di spostamento medie ha un valore
m tematico (forse l'unico cas® di questo genere si avrebbe per il momento di i=
nerzia); quasi sempre si tratta piuttosto di un valore tipico che di una media

in senso preciso. Si tratta di dare un'idea sintetica dell'ordine di grandezza
degli scarti, senza che tale frase abbia un preciso significato.

Un caso in cui il valore tipico e la variabilitd hanno un senso intuitivo
alguanto pil notevole & quello 4i una distribuzione simmetrica; questa circostan=
za dice gid molto all'intuizione. Si & cercato anche, data 1'importanza che ne
deriva al problema, di misurare il grado di asimmetria di una distribuzidne, ad
os. mediante la media cubica degli scarti dalla media (o,per averc un indice rg=
lativo, il rapporto di essa alla media quadratica). Tale indice & nullo sc la
distribuzionc & simmetrica, rositivo se prevalgonostarti grandi in senso positi=
vo (valori superiori alla media), negativo nel caso contrario. Pud perd essecre

nullo scnza che la distribuzione sia simne trice.

26 = DIFFERENZA MEDIA

Quando interessa non tanto conoscere l{ordine di grandezza degli scostamen=
ti da un valore tipico, ma piuttoste l'ordine di grandezza delle differenze tra
due valori qualunque, & opportuno considerare, anzich® gli scostamenti medi so=
pra definiti, la differecnza media. Cid vale in modo particolare pei casi ove
non esista un valore tipico in scnso significativo.

La differenza media Zl di xw...x

5 & la media aritmetica di tutte le diffe=

renze possibili (presc in valore assoluto) [« =Xp|, b, =3y, ..., | X, =%x.1,...
Vv e l*n-q ~Xn | ; ad es. la differenza media di I,3,7, sard la media di \I—}l-

) s
=2, (I—7]=6, ;3—7l=4, e ciod 24446 4. In genersle. si debbono considerare tutte

A
¢ : : n (n-. i : >
lo coppie di valori, clie sono m._ln-ll.q soimare tutte le differcnze relative

. : L s : : n (n-1)
alle diversc coppie, e dividerc per o@m numero di csse, e cio® per

Por l'esecuzione del calcolo vi scro vari metodi che semplificano di molto il

procedimento.
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-

te le possibili diffcrerze cozprcse anche le differenze (nulle) di due elementi

coincidenti. Si ha VAN ---.-'._ Y e
S AT
In certe questioni si @ moourato utile considerare il rapporto R= 5o

-

(m= media aritmetica) detto rapporto di concentraziong, che si pud presentare

anche in altr¢ modo che accenneremo piu avanti. E' da osservare a questo propo=
sito che 1'idea di dividere la differcnza media o gn'altra qualunque misura del=
la variabilitd per il valore medio o altra grandezza analoga pud osserc suggori=
ta anche dal desiderio di averc un indice rglativo di variabilita, indipendente
ciod dall'unitd di misura. Per lo stesso scopo si ragguaglia talora una misura
della variabilitd al massimo valorc che pud assumere (a paritd del valor medio,
o cventualmente di altre circostanze che interessino). Di tale questione (dogli

indici relativi) basti il presente rapido cenno.

CAPITOLO III = RAPPRESENTAZIONZ ANALITICA DEI DATI=

27 = RAPPRESENTAZIONE ANALITICA E SUOI SCOPI.INTERPOLAZIONE E PEREQUAZIONE.

Abbiamo dato nel preccdente capitolo un cenno dei metodi di rappresentazio=
ne sintetica: dando una media si ca un'idea dell'ordinc di grandezza di una se’=
ric di dati, mediantc opportune misure della variabilitd si pud dare un'idea del=
la maggiore o minore diversiti che snssiste fra i diversi termini della serie,
altrc nozioni ancloghe potrebbero caratterizzare sinteticamente qualche 2ltra
circostanza che pud specialmente in‘ercssare. lla si ha sempte, per tal moco, una
conoscenza parziale, ¢ non si arriva a conoscerc la forma della distribuzione,
che & quella che, in molti casi, intercssa appunto caratterizzare.

In tali casi dobbiamo ricorrcre alla rappreéentaziono analitica, che 8i
proponc appunto, in generale. di esyprimerc in forma pill o mcno approssimata ma

semplice una certa funzione di cui si conoscono alcuni valori dati cmpiricamen=

te. Lo scopo di una rapprescntozione analitica pud essere il dosiderio stesso di

ottencre una tale raporescntazione, che dia un'idca sintetica ma dettagliata dels=
la forma della funzione che si congidera, o permeita di prosoguire per via mate=

matica nclliimpostazione ¢ trattazione i molte ricerche. Si pud ancho avere perd
, Pu P
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uno scopo diverso, ¢ procidamonto
L'interpolazicne,se c¢i si proponc di comnletare i dati osscrvati, calcolando in
via presuntiva i dati mancant: (#d cs. : le popolazioni a una data qualunque no=
to lo popolazioni alla fine dei singoli anni). La perequazione se ci si propone
anche di correggerc i dati csservati o comunquc di rcnderne pilu regolarc l'anda=
mento. (Si badi che 1'interpolazione non csclude la peroquazione).

I1 problema della radprescntazione analitica per sc stesso da un lato e
quelli dell'interpolazione ¢ perequazionc dall'altro vanno tenuti ben distinti,
chd distinto ne & lo scopo o il punto di vista airettivo. BE' opprtuno perd trat=
tarli insicme perch® in cid che riguarda la piatica attuazione quasi coincidono
e i motodi che occorrc ajplicarc sono i modesimi. Infatti, d2l punto di vista
formale, il problema da risolvere % in tutti i casi il seguente: adattare una
funzione semplice che rappresenti,esattamente o approssimativamente, i dati os=
servati, ossia, in forma goometrica, sc ci si riferisce al diangraima, adattare
una curva scmplice che passi per i punti dati o che si avvicini ad essi quanto
moglio possibilec. Si hanno duc casi distinti a seconda che i valori ossorvati
debbano rapprescntarsi con esattezza o soltanto corn una certa approssimazione;

nereguazione, nel primo no.

nel sccondo caso si ha anche ura

28 = PROCEDIMENTI GRAFICI E ANALITICI .
Riguardo ai mctodi che »er rageivngere tale scopo si possono impiegare,
dobbiamo distinguere i metodi graflici ¢ quclli analitici. Por procederc grafica=

mente non c¢'® che da tracciarc lo cnrva ch - meglio ci appare rispondente alle

condizioni che si debbono rispettarc e agli scopl ~he ei si vuolc proporre; quan=

to al tracciamento, lo si puvd cseguire a mono libera o con l'aiuto di strumenti
come i) curvilineo o la riga clantica.

Vantaggio importantissiuo prosentato dni wrocedimenti grafici & quello di
una certa maggiore "elasticitd! che consente di toner conto ncl modo e nella mi=
sura che il buon senso ci f£i apvarire nih opportuna di tutte quelle circostanze
che ci possono caso peor caso csser note, ¢ ci o ssono caso per caso guidare ncl
tracciamento della curva dandoci ua'idea del suo presumibile andamento. Nei pro=
codimenti analitici si procede invece in modo pil meccanico e quasi automatico;
si ha pord il vantaggio di una maggiore regolaritd, o sopratutto si ottiene una
formula, che spssso poi risulta 4:1¢ nello sviluppo dei calecoli, esprimente in

modo semplice la funzione interpelata. Al difetto fonlamentale dell'autamatismo

0 moccanicismo dei procelimenti analitici si deve ad ogni modo ovviare, per quan=

B o

T S SIS S
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Va notato che in ogni caso e in qualunque circostanza il problema della
rappresentazione analitica quale abbiamo prospettatp @ sempre largamente inde=
terminato e lascia un campo enorme all'arbitrio. Abbiamo insistito fin da prin=
cipio (ni5 ) che il dohcetto di funzione non implica affatto alcuna idea di re=

golaritd o di semplicitd nell'andamento del diagramma; dalla conoscenza delle or=

dinate corrispondenti ad alcuni punti dell'asse delle ascisse non si pud logi=
camente dedurre assolutamente nulla circa il valore dell'ordinata in =n punto

diverso; nulla vieta a priori che ivi il valore della funzione sia anche enorme=

mente superiore o inferiore a tutti gli altri. B' solo la conoscenza che si ha
caso per caso del fenomeno che pud permettere di prevedere, con un grado pid o
meno forte di persuasione, che 1'andamento del diagramma debba godere di una cers=
ta regolaritd e di una certa gemplicita, circostanze che sole danno un signifie=
cato e un senso al problema dell'interpolazione, che altrimenti non avrebbe al=
cuno.

3i comprenderd ora facilmente che; nell'applicazione di un metodo di inter=
polazione analitica, il momento essenziale, il so0lo quasi che abbia un valore
concettaale effettivo & quello della scelta del tipo di curva da interpolare.
In generale, si deve procedere cosi. Si sceglie un ceérto tipo di curve (ad es.
rette, parabole, iperboli, curve esponenziali), e si cerca quella, fra le curve
di tale tipo, che rappresenta, o esattamente, oppure colla"migliore approssimg=

st v O bbb N e spvotnvors peibihs

zione posai;;i:;Y§Z_§reciaata caso per caso, e vedremo ° alcuni fra i metodi
pilt usati, che corrispondono ad alcune fra le interpretazioni pil spontanee che
di quella condizione possono darsi. Ma quello che & essenziale ® che la curva f
interpolatrice & quella che dd 1a "migliore approssimazione" (in un senso che
sard quello che sard, caso per caso, e non occorre qui preoccuparcene) in confron=

to di tutte altre curve dello stesso tipo: la scelta si fa ciod con un crite=

rio matematico, ma in un campo che ci siamo prestabilito e delimitato g priori,

e il - S | LR e

Dalla scelta di tale campo il risultato dipende quindi, insistiamo ancora

- 8u questo punto, in modo quasi assoluto, e di tutte le circostanze pratiche di
~ cui avremmo potuto tener conto con immediatezza in un procedimento grafico do==

- vremo dunque tenere il debito conto nella scelta giudiziosa della forma della

‘curva interpolatrice prima di ebbandonarci in balia al meccanismo dei calcoli.
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29 = CRITERI PER LA SCELTA DEL TIPO DI FUNZIONE DA INTERPOLARE.
Vediamo alcune esemplificazioni collo s copo piuttosto di chiarire ancora

un punto cosi importante, che non di insegnare dei criteri assoluti da impiega=

re per 1'intento propostoci. Tali criteri infatti non esistono, n® possono esi=
stere nel senso di criteri matematici: 1la loro ragione non risiede che nel
buon senso e nella conoscenza pili 0 meno vega di circostanze da cui la nostra |

opinione si sente influenzata, e delle quali ci sembre di conseguenza spportu=
no tener conto.

Se si hanno ragioni per ritenere cho la grandgrza y dovrebbe variare pro=

porzionalmente alla x, si interpolerd una retta uscente dall'origine, y=ax;

scelto questo tipo di curve interpolatrici (rotte per l'origine) non rimane che
detrminarne nel modo pid opportuno l'inclinazione a. Prima di scegliere defini=
tivamente questo tipo di curve interpolatric’ si potrd vedere se i valori osser=
vati non sono troppp in contraddizione colle nostra ipotesi, e cioé se le y so=

~ no, nlmeno con grossolana approssimazione, propcrzionali alle x corrispondenti.

In genere, si tratta sempre di vedere in primo luogo se a pri“ri abbiamo
ragioni di prevedere un certo andamento, e in un secondo luogo di verificare
se i valori osservati non contraddicono troppo,a posteriori, tale previsione.
Conoscendo la forma delle curve pil usate, queste condiderazioni 8i possono fa=
re benissimo ad occhio osservanco il diagramma ove siano riportati i dati osser=
iati. Analiticamente,possiamo riconoscere se essi godono di qualche regolarita
gsemplice che pud suggerire la forma della curva da interpolare. Se ad es. gli
incrementi assoluti della y sono sall'incirca proporzionali a quelli della x,
pud essere conveniente il tentativo con una retta v=ax+b : si tratterd di deter=
minare a e b nel modo pit opportuno perché la retta dia l'approssimazione miglio-=
re. Se all'incirca proporzionali a quelli della x sono invece gli accrescimenti
 relativi dellny,pud essere consigliabile il tipo delle curve esponenziali
y= a e %,

Se si sa che deve esistere un mossimo o un minimo si dovrd scegliere un ti=
- po di curve interpolatrici dotate di massimo o minimo, e se viceversa si sa che
' 1'andamento deve essere sempre crescente e decrescente o che la convessitd deve
essere rivolta verso 1l'alto o verso il basso, si dovra scegliecre un tipo di cur=

ve godenti delle medesime proprieta.’




[image: image49.jpg]30= SITEMI LINEARI DI FUNZIONI. Le rette uscenti dall'origine sono le linee di
equazione ydax, ove a pud assumere un valore qualunque; dato a la corri=
spondente retta rimane completamente individuata. Le rette del pi=no sono le
linee di equazione y=ax+b, ove a @b pOsSsono assunere due valori qualunque;
dati ae b la corrispindente retta rimane completamente individuata. Le
curve egponenziali sono le linee di equazione y=aebx, le parabole le linee di
equazione y =ax+bx+c, dove ancora le a, D, C possono assumere dei valori
qualunque, dati i gquali la linea rimane completamente individuata. Grandezze
come queste (a, b, ¢ degli esempi precedenti), cui dobbiamo darc dei valori
determinati per individuare una particolare curva fra tutte le curve di un dato
tipo si chiamano parametri. Determimare una curva di un dato tipo significa, ma=
temcticamente, detrminare i parametri: cosi si procede in tutti i metodi di in=
terpolazione analitica.

Un caso importante & quello in cui i parametri intervengono lingarmente
(come, fra i casi citati, quando y =aoX, y=aX+ b, ¥y = axz + bx + ¢): 1l'espres=
sione generale di una funzione del tipo prescelto ha la forma y = alfl(x) +
+...+anfn(x) ; si presenta cio® come la somma di n funzioni assegnate, mol=
tiplicate ciscuna per un parametro aj ape.. ap. Le curvo di un tipo cosiffattc
si dice che costituiscono un sistema lineare.

Un esempio di famiglia di curve che non costituiscono un sistema lineare
- & quello delle esponenziali del tipo ¥y = ae®® ; il parametro a interviene
linearmente, ma non b ,perch® figura all'esponcnete dell'espressione.

Wello studio dell'interpolazionc ci lirmiteremo sempre al ca;o che le curve
del tipo che si considera costituiscano un sistema lineare; & questo infatti
l'unico caso in cui la teoria fi nud sviluppare sotto forma elementare in modo
completo. 8i noti che qualchzogfaéi pud ridurre a queste caso con qualche arti=
ficio. Se ad es. si deve interpolare un'esponenziale y = aebx’ si pud gira=
e ia dIfficolth operando invece sui logaritmi : avendo loge y = loge a+ bx,
ci si riduce all'interpolazione di unarctta (parametri logea e b). Caso questo
in cui si ha un sistema lineare.

Un sistema lincare si dice a n dimensioni o ad n  parametri quando

intervengono n  parametri.
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Un esmpio facile e notevole di sistema lineare a n+l parametri & quel=
lo dei polinomi di grado n (al pil1), e ciod delle funzioni del tipo
Yy = a8, + a1X + a2x2+...+ an_lxn—l + ax® ; (gli n + 1 parametri sono ag-..ap).
Come casi marticolafi rientrano in questo i precedenti: della rotta (per n=1)

e della parabola (per n=2).

Come unico esempio di interpolazione che conserva gsattamentqg i valsri os=
servati considereremo ora appunto il problema seguente: determinateil polinemio
di grado n (al pil) che conserva n+l valeri dati, ossia, il cui diagramm
passa per n+l punti assegnati. Siano yg , Y1, ¥y e+ ¥n i valori di y osscr=
vati corrispondenti ai valori x5 , X3 , X5 , ese Xp della x . Impostando
il problema direttamente si sarcbbe condotti al scguente sistema di n+l equa=

zioni lineari ntlle n+l incognite a,; , ay 4 evedy

&o'l" al XO+ 32 xg +eoo et anxg =yo

2 n
B AR R X Hisst BX -
0 1 n - 20 Ry nn n

che, risolto, permetterebbe di rivavare 2g...2, . Sfruttando la proprieta dei
polinomi di costituire un sistema lincare possiamo risolvere piu facilmente il
problema ricorrendo alle considerazioni seguenti. Supponiamo in un primo romen=
to Yo = s Fy = Fp =soemy, = 0 : si tratta di determinare il polinomio di gra=
do n che si annulla per x uguale a Xy, a Xpy ees © ad x,, o cho assume

il valore 1 per x=x; . Un polinomio di grado n  che si annulla per X= Xy
X, » ++s X si ottienc evidentemente facendo il prodotto ( x—xl) (x-xz)...
(x—xn), ed & facile vederc che ogni altro polinomio che abbia le medesime radi=
ci si otticne dal precedente moltiplicandolo per un certo nunmero k. Perchs,

in particolare, il valore per X=X | sia uguale ad 1 non ¢'® dunque che da divi=
derlo per (xo-xl) (xo-xz)...(xo-xn); il polinomio cercato & dunque

(X-Xl)(x~x2)...(x-xn)

fo(x) -
(xo-xl)(xo—xZ)...(xo-xn)
Le espressioni analoghe fl(x) 4 f2(x) Sin fn(x) scno i polinomi di grado
n cho assumono il valore I rispettivamente per x-xl, ceo xsxn, mentre si
annullano per tutti gli altri fra tali valori.
Si vede subito dopo cid che il polinomio cercato che per X=Xy X 905X

assume i valori yé, yl,...yn si ottiene facendo la sorma dei polinomi fo’fl"°”

: fn moltiplicati rispettivame nte per Ygr Yyr eV ed & ciod
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(x—x;)(x-fg)...(x-xn) , 1 termini
(xaxl)(xﬁxz)...(xaxn) analoghi.

- S Yofo(X) + ylfl(x) + eee + ynfn(x) =¥,

Quella cosi ottenuta & la formula di LAGRANGIA.

E' da osservare perd che, se lo scopo della rapprosentazione analitiea

& quollo doll'interpolazione, & meglic, come & stato pill volte sperimentato,

limitarsi a un'interpolazione lincare fra i due dati pid vicini. Anche que=
sto fatto confoerma che non si deve credere che i metodi pil complicati e ap=
parcntemente "pil csatti" debbano dare risultati migliori di quelli pid sem=

plieci,

32 = METODO DEI MINI:II QUADRATI.

Quando non si tratta di far passare una curva esattamente per alcuni
punti dati, ma si tratta invece di determinare la curve "che ad essi meglio
si avvicina" sussiste evidentemente un grado @i arbitrarietd ancora pil lars
g0, perché quest'ultima locuzione non ha, per st stessa, nessun senso pfeci=
so. Si intende spesso chc la curva "che meglio si avvicina" all' assegnata se=
rie di dati sia quella per cui la media quadratica degli errori raggiunge un
minimo (in confronto ssempre di tutte le altre curve dello stesso tipo con=
siderate), o, il che & lo stesso, quella per cui & minima la somma dei quadra=
ti degli orrori. Il procedimento cui tale inmpostazionc conduce & quello no=
to sotto il nome di metodo dei miniui quadrati; esso & il metodo pid classi=
co d'interpolazione, @d & giustificato in molti casi da offottive ragioni
di calcolo delle probabilita,

Sia,'y(xl) il valore calcolato corrispondente a x,, cd ¥, il cors=

rispondente valorc osservato; si dird crrorc la differenza e,= y(xl)-yl.

A = 3 - ) = - 5 =
nalogamente porremo M (x2) ¥y s . & =y (xn) la som

ma dei quadrati degli errori sard S = ei s eg + eee + 02 -

n
= (y (xl)-q)z +(y(x2)-y2)2 + oo+ (¥ (xn) - yn)z, ¢ si tratterd di deter=
minarce quella fra le funzioni y(x) di un dato tipo (ossia i suoi parametri)

per cui tale somma diviene mininma.
Vedremo che se il tipo di funzioni considerato & un sistenma lineare,

sc & cio® y(x) = a fl( X} a, 4 5 X« 2, fn R,

il problema si riduce alla risoluzionec di un sistoma di cquazioni lineari.

Cominciamo pord , per graduarc lc difficoltd, da un caso particolarc scmpli=

Ce.
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Abbiasi da interpolarc una retta passantc per l'origine, ¢ ciod una fun=

del tipo y = ax. . I valori calcolati sono y (xl)n Xy 4 see s

y(xn) =ax o, 0 quindi gli crroii sono

0, = By =Yy 2 see s O = ax =¥, © la somma dei lore quadrati
2 2 2 $ .35 2 g2 2

S=0i+...te = (axl-yl) +...+(axn-yn) =(a x, - 2ax1y1+yl)+...+(a xn-2axnynfyn)

PR, 4 2 2 2

Al variare di a , al variarc cioé della rctta uscentc dall'origine,
la sorma dei quadrati degli crrori varia come mostra la formmla precedente,

¢ possiamo dire subito che divicne minima quando o  prende il valore

2 l + x?¥2+ e * X yn

2 . Infatti S & una funzione di sccondo grado
“'ﬁx + x + soe + X
1 2 n
di a , ¢ il minimo si ha, come vedcmmo &l n. I0, guando a & ugunle
a reno la motd del rapporto del coefficiente di  a ¢ del coefficiente
‘ni 3.2 .

Ad os. , vogliasi determinare la retta uscente dall'brigine che inters=

pola con crrore quadratico medio minimo i valori ¥y = 1, Yo ® ooV = &

3

carrispondenti allc ascisse xl il X w20 X w55 AVTOMD

2 3
R 1ok o 258 4 %4 3 I +64+ I2 Mg, BN I,3571 ;
1 s F+4%9 14

la rettn coercata @ y = ‘%%“ £ e 15578 %

Lo stesso procedimento varrcbbe nel cnso pit gencerale in cui si voglia
intorpolarc una funziornc del tipo y = a.f(x) , con f£(x) asscgnata (ad

x 2
eS. Y = ac oppurc ¥ = ax ). Si avrobbe allo stesso modo

ylf(xl) + y2f(x2) ¥t ynf(xn{

a =

(f(xl))2 + (f(xz))z W s (f(xn))z e

Passiamo al caso in cui i parametri da determinarc siano duc, o consis

deriamo, per fissarc le¢ idece, il enso della retta. Avremo y(x)= ax + b i
e = axX +b-~ Sun =

| - Iy i St e . In

2 2 2 2
S =0y + .es w0 -~(ax1 + b = yl) B (axn + b= yn)

N
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e, sviluppando una prima volta secondo le potenze di a e l'altra secpndo

le potenze di b si hanno le due espressioni

AR I IR ol o R - +
S= a (xl+x2+ asd +xn) - 2a(:;1(y1 b)+x2iy2 D)+ ees +xn(yn b))

+((y1-b)2+(y2~b)2+ ces + (yn-b)z)

S = nb2-2b((yl—ax1)+fyé-ax2)+ cee + (yn-axn))+((y1-axl)2+ s +(yn*8xn)2)-

Perch® la retta y= ax+b dia luogo a un ninimo per 3§ (in confronto
a tutte le altre rette) cid dovrd verificarsi in particolare in confronto a
tutte le rette che ne differiscono solo per il valore del coecfficiente a
o solo per il valofe del coefficiente b. lia al variare della sola &, e
eiod per b costante (facendo girare la retta attorno all'intersezione col=
Jasse y ) la S @& funzione di II° grado della sola a , e per la

solita ragione & nminima quando

xl(yl—b)+x2(y2-b)+. £ .+xn(yn-b)

& w
X2 X2+ +X2
L e
e analogamente, al variare delh sola b , e ciod per a costante

(trasportando parallelamente a se stessa la retta verso il basso o verso l'al=
to) la. S ® funziona di II° grado della sola b , ed & ninima per
-
La retta cercata non pud essere se non quella determinata da tali valo=

ri dei parametri, e lo & effettivamente.

33 = EQUAZIONI NORMALI.

Nél caso,trattato ora per disteso, della retta, il sistema d'equazio=

ni che deternina a e b si pud scrivere piu serplicenente
el + e2 + eos + en =0
xlel + x292+ Yo +xnen a1y
Da a(x2+x2+ i +x2) = x (¥.-0) + x_(¥.-b) + «u. +x_(y -))
> gl n 350 e n'“n

si ha infatti con facili riduzioni

-y )4x X s ) - 4o o =
xl(ax1+b y1)+ 2(ax2+b y2)+ +xn(axn+b yn) X 8, + X8+ + 20wl
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e analogamente da nb = (yl-axl)+(yﬁ~ax2)+...+(yn-axn) si ha
(<4

(axl+b-yl) + (ax2+b-y2) ¥anese (axn+b-yn) =% +8, ¥ eeve = 0

Un procedimento perfettamente analogo a quello seguito nel caso pre=

cedente (V. ad es. R, D'ADDARIO, Le equazioni normali, ecc. Bari 1927) no=

stra che, fra tutte le funzioni del tipo
quella che rende minima la somma dei quadrati degli errori non pud essere

se non quella determihata dal sistema d'equazioni deguenti, dette equazio=

ni normali :

(x ) + ezfl(x ) B o f (xn) = 0

..QQIO.'....“.!‘..l.l0......."3...'......!.'

elfn(xl) + ezfn(xz) - Bep enfn(xn) = 0

Debbono annullarsi ciod le medie ponderate degli errori quando per pe=
s1 si prendano i corrispondenti valori di tna qualunque élle funzioni f

f2, .o fn « Sviluppendo si avrebbe, essendo

) - .Q.‘ = e e f -
e, =a, 1(x )+a f (x1)+ +anfn(x1) V) o T alfl(xn)+ *a n(xn) ¥,

fl(xl) alf )+a f (x )+...+a £ (x )—y + 1 termini analoghi =Q
PET X, X 00X

2573

I..I..Q...ll....l...l.'o...'..Il...!l!ll'll..l‘.'........'l...ll.’......‘.

4 ( ) 8 4 (xl)+a # (x )+...+a f(x ) + i ternm. aﬁaﬂogu(como sopra) = 0

Ci limiteremo a verificare che i valori dei parametri ottenuti da

queste equazioni danno effetivaments luogo al minimo cereato. Siano infat=

ti el, 92, cos en gli errori corrispondenti al sistema di paranetri

«es, & cosi deterfiinato siano h h Fo
al’ a2, » & ato, e el+ 1 e2+ 5 ot 3 en+hn

gli errori relativi a un sistena di parametri diverso a1+d a_+ad

l $ 3 2 2 9 OO
an+dn ; dimostriamo che la sorua dei quacrati degli errori & sermpre naggio=

re nel secondo caso che nel Primo. Abbiaio

2 2

2 2
= Y eeo h L)
(e i ) + 2(e e 1+ e, n) - (h1 3 + hn)
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perche evidentemente h) =4 f (x ) S e d f (x )
= f s i i
h a 1(xn) + + dnfn(xn) , e quindi

e a = v f coe
G terrol e BlGETR) S (e 1 %)+ eens

+ dn(elfn(xl) e onfn(xh)) - dl.Owe..+d 0.=0,

Rinane (el+u1) T +(e +h ) = (e + coe + 0 ) + hi + see# h2 >

2
>e B ...+6n Ce do d.

34 = SEMPLIFICAZIONI PRATICKFE .
Dellalsenplificazioni comode in pratica si trovano in molti trattali;,

e si potranno apprendere senza difficoltd qualora servissero. Al concetto

non aggiungono nulla, e non sari quindi il caso di parlarne pill che per

darne un ccnno,

Le pil usate si riferiscono al caso dell'interpolazione di un poli=

nomio di grado n ; le oquazioni normali sono in tal caso
e, + 8. + sve + 8. =0
i & 2 n
X @it X 0.+ eea'+ XD =20
g B s nn
x29 + x2 e. + + x2 0
- . (<] =
¢ g ) 2. 8 : nn
xne xn xn 0
+ e +.-o+ e = .
T | 2 2 nn

Une semplifzcazlone si ha spesso prendendo corme origine il punto gj
uguale al=

ascissa uguale alla media delle Xy ees X a0 ¢l ordinata la media del=

le Iy voe Y, Altre semplificazioni si hanno nel caso che x, ... X

1

costituiscano una progressione aritmetica.
Un' altragempllflca21one di calcolo & quella che pernette di calcola=
re per induzione il polinonio interpolato di grado 1, 2, 3, wes Lint ol

n . Cid & spesso vonveniente, perch® si pud procedere senza prefissare
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il grado n del polinomio che si vuole interpolare, e fermandosi poi
a quel grado n per cui si ottiene un'n:srossinazione che si‘giudica
soddisfacente.

Ancora un'osservazione., Nel caso dei polinoni, 1'equazione

1t oé + e S O assicura che & nulla la sorra degli errori (sorma al=
gedbrica, beninteso). Cid significa che viene conservata la somma dei ¥alo=
ri : la somma dei valori osservati & uguale alla sorma dei corrispéndenti
valori interpolati. Cid non senpre ha luogo, "Possiamo dire di pit: cid
avviene sempre quando il sistema lincare di funzioni che si considera con=
tienc la furzione y = 1 i in ogni altro caso la conservazione della
somma pud aver luogo casualmente solo ver particolari sistemi di valori

da asseganre a Iy y2 AdA 58

35 = METODO DELLE SO:I% .

Questa circostanza della conservazione delle somme ha spesso un'ine=
portanza pratica noteveole, ; spesso anzi intercssa non solo che rinanga
conservata la somma di tutti i valobi, ma anche che rinanga conservata
Scparatamente ciascuna delle sormme di valori relative ad assegnati inter=
valli,

Si voglisno ad es. percguare mediante una parabola i dati dolla po=
polazione fra 30 ¢ 45 anci classificata Per anno di etd in nodo da conser=
vare le somme delle tre classi quinquednali 30-35 , 35-40 ¢ 40-45 , In=

dichiamo con Sl ’ 32 f S3 queste tre sorne, ¢ sig ux =

2
= &8 + bx+ ¢ 1l'ammontare dells classe d'etd 30 + x (per x =0,I,2

. S = « U =
I14) . Avreno 1 = Ygtuy 4 U+ u3 +u,

2,2 :
= g( 0541 + 22 + 32.+ 42) 2B L0 Te2s3ad ) + ¢ (I+I+I+I4I) =
= 30a + IOb + 5S¢ e analogompnte

82 = 255a + 35b + 5¢ S3 = 730a + 60b + 5¢ =

Esscndo dati S1 : 82 > S3 » si ottengono a, b, c. da un sisteng di equa=
zioni lineari , ¢ si detcrnina cosi la parabéla. §i comprende subito
che questo modo di procedsre vale imutato por il caso pid gencrale, e

che sc i parametri da calcolare sono n . dovranno cssere n gli in=
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tervalli parziali in cui si sard stabilito di conservare le somme (per de=

terminare n incognite occorrendo n equazioni),

In taluni problemi si ha un caso nlguanto diverso da quello finora
considerato, Se non si ha un carattere variabile in funzione di una cers=
ta circostanza x , mn si trattn di unadistribuzione, quello che &
assegnato non & il valore di una certa y in corrispondenza ad alcu=
ni valori di x , na il numero degli individui che hanno un valore di
X compreso in un certo intervallo. Si tratterd allora di trovare una
certa funzione che conserva, esattamente o approssimativamente, non pit
un certo numero di grdinate assegnatc in corrispondenza a dati valori
dell'ascissa, ma un certo numero di areg assegnate (V. il cenno sull'ine
tegrale, n. I7), corrispondenti a dati intervalli dell'asse delle ascis=

se. Se si impone alla curva verequata (da sceglierc in un sistenn lineas=

re a n parametri) di coaservare le arce corrispondenti a n dati
intervalli, essa rimane conmpletanente individuata da un sistema di n
oquazioni lineari che forniscono i valori dei paranectri. Questo netodo
non & che l'estensione dcl precedente netode delle somme al caso limite
in cui le sorme si trasfornano in integrali.

La scelta degli intervalli in cui conscervare somme od arce ¢, nell'un
caso e ncll'altro, compleotamente arbitraria, In pratica questa arbitra=
riotd pud esscrc utilé por disporte caso per caso nel modo pid opportuno.

Un metodo abbastanza noto che si avvicina a quello delle sorme dal
punto di vista iflgorituico & quello di CLUCEY . I suoi fondamenti sono
perd tanto poco chiari che le osposizioni cho si trovano in molti tratta=
ti i limitano a insegnare il procedimento formale; andandoli poi a cer=
care nel VILLARCEMYJ, la loro accettabilitd ¢ il loro valore ni apparvero
nmolto dubbi. Basterebbe comungque la prina di gueste duc circostanze per

non pornetterni di consigliarc un simile metodo,

36 = METODO DEI MOLINTI .

Abbiamo veduto a proposito delln rappresentazione sintctica che una
prima idea di una corta distribuzione si pud avere dalla conosconza del

vakor nedio ¢ un sccondo gradino si raggiunge conoscendo anche lo scosta=

rniento quadratico necdio dalla media.

. :\f



[image: image58.jpg]E' spontanoo allora cercare di interpolare una curva di distribuzione ase
soggettandola alle condizioni di conservare valor medio o scostamento

quadratico medio.

Il caso pid intercssante & quello in cui si voglia interpolare una

curva di Gawsg. Ne abbiamo scritt~ 1'equazione al n. 16 sotto la fors

2
na 3 e

y= 237-

il valor medio allora & nullo, ¢ lo scostamento quadratico medio & = 1,
Porch® il valor medio sia 1= basterd sostituire x -m  ad x ,

e cosi si avra

& SEN (_yg-mlz
e 2 s
V 277

porch® lo scostamento quadratico medio sia (& , basterd poi sostituire

ya

X -0 ad x -m ( si vienc cosi infatti a prendere <X come uniw=
S
td di misura ); bisogna poi perd (in conscguenza di quest'alterazione

nell'unitd di misura) dividere tutta l'esprossione per & , e si

ottkene finalmente 2
x-n1)

e 2

1

Vo &

E' quosta l'espressiono della logge Caussiana degli errori con valor

yn

medio mn e scostanento quadratico & , che risponde dunque al no=
stro problema,

Pil in generale, ¢i si pud proporre di conservare i primi n no=
menti, ¢ ciod il valor nodio del carattere e i valori medi del quadrato,
del cubo, ... della potonza n-osim degli scostamenti della media. Per
cid tale motado ha avuto il nome di metodo dei momenti. E' ovvio poi che,
per n=2, si ricade necl casd precedonte,

Se lc funzioni del tipo prescelt® per 1l'interpolazione costituiscono
un sistema lineare, @ ovvio che i paramotri si determineranno ancho qui
risolvendo un gistoma di n equazioni lineari (il numero dei momenti

da conservare dovondo essere uguale al numoro dei parametri) . In partis=

colare, so le funzioni prescolte sono i polinomi di grado n y le

equazioni coincidono con quelle del motodo dei minimi quadrati: i due ne=s

todi portano dunque in tal caso al medesimo risultato.
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37 = LO STUDIO DELLE RELAZIONI STATISTICHE.

8ia studiandonc il rnodo di variarc (ad es. nel tempo) che studiando=
ne la distribuzione, sia trattando dei metodi sintetici che dei netodi
analitici, ci siamo scmpre occupati finora dello studio di un fatto sta=
tistico per s& stesso, isolatamente. la occorre spesso o interessa met=
terc in relazionc una circostanza con altre, vederc quali relazioni, qua=
1i legami, quali interdipendenze sussistono. E' questo probleoma che, nel=
~la sua pilt generale accezione, costituisce 1'argomento dello studio del=
le relazioni statistiche.

Casi semplici che rientrano in questo problema generale sono quelli
in cui ci si riduce al confronto fra duc funzioni (rispett.:fra il modo
di variare di due caratteri, oppure fra duc distribuzioni). Il caso pil
interessante & perd quello di una distribuzione di sepdnd'ordine, in cui
cio® gli individui siano classificati sirmltancamente in basc a due cirs
costanze diverse. Anziché di duc circostanze da nettere a raffronto pud
poi ovviamente trattarsi di tre o piw, ra tale caso non righicde nulla
di concettualmente nuovo, e potrd quindi bastare l'averlo menzionato di
sfuggita.

Quanto ai metodi decllo studio e del raffronto, potremo al solito,
0 osservare i dati rilavati, prospettati in modo opportuno, ¢ dal lore
esaac studiare le relazioni che intercedono, o cercare di sintetizzare
le conclusioni, come si suole spesso farc nediante degli indici, o cerca=
re una rappresentazionc analitica. L'uso di vari indici ha avuto nolta
fortuna; non si dimetichi perd, volendoscne servire, che 1'importanza es=

senziale va sempre data all'esame dei dati fatto colla propria testa e

con picna conoscenza del problema; il calcolo di un indice non deve consi=

derarsi come una ricerca che possa esimerci da tale esame, che possa as=
sorbirlo o surrogarlo, ma corie un elenento che per tale esane pud essore

di qualche ausilio.

- —
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Le osservazioni che intoressa fare a tale proposito variano nmolto
da probleoma a problona. Unz circostanza spesso nofovole ¢ 1l'andanento
solidale oppurec antagonistico di duc diagramni (che salgono ¢ declinano
contenporancamente, oppurc che uno sale ove l'altro declina). I prezzi
delle diverse merci hanno ad eseupio una cerfa tendenza a un andamento
solidale.

Pud darsi che un diagrawac segua 1'andamento dell'altro, na, al cons
trario dcl caso proecedente, con un certo ritardo, ¢ nagari anche con una
attonuazione delle oscillazioni . Questo & il caso dei prezzi all'ingros=
so ¢ al minuto (vischiosttd dei prezzi) (fig. 24). Un'applicazione si
ha nell: cosi dotta "teoria delle tre curve" , inpicgata spécio in Ameri=
ca per le previsioni cconomiche (mediante i cosidetti"barometri"). Si avrch=
bero tre curve, (a) , (b) ¢ (¢) , che si soguono con corto ritardo in
quest'ordine segnando i diagrammi (a) della speculazionc; (b) del wolune

dogli affari; (¢) del saggio dello sconto.

39 = COI'FRONTO FR. DISTRIBUZIONI.

Abbiansi duc distribuzioni, ad es. lo distribuzioni per otd di duc
popolazioni diversc. Il confronto esscnzialc & scuapre quello dircttamente
basato sull'esamc dei dati, dove potremc opportunauente rilevare lo cir=
costanze caso por caso pil signific~tive. Volendo darc un'idoa sintetica
della diversitd di duc distribuzioni si potranno paragonato i loro valo=
ri medi e le loro variabilitd; un'indiee sintctico pud osscrc dato , ad

es.,dalla difforenza di valori nedi. Comc una nodificazione di tale indi=

ce pud considerarsi l'indicc di dissonmizlianza del GINI. Considoriamo,

per fissarc lc idec, la distribuzionc per etd di duo popolazioni
ugualnente numerose (tali si potrcbbero sempre ridurre, ad esyy riduccndo=
le a I.000 o I,000.000, s¢ non lo fosserd, ¢ immaginiamo in ciascuna di
essc gli individui disposti in ordinc crosconte di otd. La nedia delle

differenze di otd (ia valore assoluto) fra due individui corrispondenti

da 1'indice accennato. Dotte a. = ... a
¢ accemato,. Dette 3 2, Lo b1 b2 Sy bn le cta,

in ordinc cresconte, delle duc popolazioni A ¢ B , l'indice di

dissoniglianza I sara

i

+‘a-b "l’ ..0"‘!"3 "’b )o
| IR ! n

1l ;
T e fay -t +la 3|
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denti di b ,3 evidente che I = differenza delle medie =« 5B ; il sos

gno di "valore assoluto" pud infatti allora essere soppresso, Altrimenti I
® maggiore della differenza delle nodie (questa ottenendosi da una somma al=

gebrica, e quello dalla sorma dei valori assoluti),

L'indice I ci sard utile guanto prima (n. 42 )

4@ = CLASSIFICAZIONI DI IROONDA [ORDINE, p

Esempi semplici di classificazioni di second'ordines le classificazio=
ni della popolazione per sesso ¢ stato civile, dei matrimoni a seconda dello
stato civile dei coniugi, di un gruppo di individmi a sceonda del colore de=
gli occhi e dei capelli, cce. In tutti questi casi si hanno classificazioni
in base a caratteri qualitativi ; si hanno Spesso perd classificazioni in
base a un carattere qualitative e uno quantitativo (per etd e stato civile,
Per reddito e professione, ecc.), o in base a due caratteri quantitativi (ma=
trimoni a seconda dell'etd degli sposi, individui per statutra ¢ altitudiae
del luogo di nascita, cormni a seconda della natalitd e 1a nortalitd, o den=
8itd e altitudine, o nuzialitd e reddito medio, ecc. ece. ). Qest'ultimo &
il caso pid interessante, perchd pernette una trattazione completa; la stessa
trattazione varrd anche per gli altri casi, in quanto applicabile, e ciod pre=
scindendo da quelle parti in cui la natura quantitativa del carattere inter=
viene in modo essenziale,

Per rappresentare una classificazione di secondo ordine si fa uso delle

tabell Oﬁltb i Ly . i cee =
abelle cosillette a_déppia en rata. Siano Al A2 A.n le modalitd o gra

duazioni considerate dol Carattere 4, ¢ B1 Bz... B_quelle del carattere
: n

$ 3 si costruisce una tabella ad n righe ed n colonne, e nells casel=

la (r,s), appartenente all' m-esina riga e all' s-esina colonna, sgi segna

il numero (o 1a percentuale) C. ¢ degli individui che presentano le nodas=
’

lita Ar di A o Bs di B . Per maggiore semplicitd supporromo some

Pre di avere le percentuali; dal caso dei nuneri assoluti si passa del resto

a quello delle percentuali dividendo per il humero. thtale degli individni,
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La sorma di tutte le percentuali della prima riga d& la percentuale

8) = €y * Oyt eee + Oy degli individui che presentano la nodalitd
Al . In generale, sommando le percentuali per righe, si ottengono le porcen=
tuali ayeee @ degli individui classificati in base al solo carattero A ;
sormando per colonne si ottcngono analogamente le percentuali bl sen bm
dogli individui classificati in basc al solo carattero B .

41 = DISTRIBUZIONI SUBORDINATE . INDIPENDENZA.

Considerando la distribuzione Frm le varic caselle degli individui di
una medesima riga (o colonna) si vicne a studiarc la distribuzione in base
al carattere B (risp. A ) gubordinata a una data modalitd di A
(risp. di B). Considerando ad eé. i matrinoni classificati sccondo l'ctd de=
gli sposi, potremo in tal modo studiarc la distribuzione per etd delle donne

che hanno contratto matrimonio con uomini di etd assegnata, o, in altre pa=

role, vedere le percentuali degli sposi di una dotorminata etd distinti a so=

conda delle diverse otd delle spose. O inversanente potremo studiare la distris

buzione per ota degli sposi subordinata ad una data etd dello sposc.
1 1 3
Le percentuali ag ) 2 ag ) §ena g ) degli individui dolla prima co=
lonna appartenenti alla prima, seconda, ... n-csima riga si ottengono evidon=
tenente dividendo Cyqe oy - ¢ Per la percentuale totale bl dolla pri=

na coloma. In generale, la percentuale ais) degli individui dolla colonna
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la percentuale degli individui della riga r-csina che appartengono

all's-sima colonna. Le ais) definiscono la distribuzione di A subordi=

nata a B e b(r) la distribuzione di B  subordinata ad Ar p
s s
Si dice che la distribuzione di A & indipondento dallec modalitd di

B =« o0, in brove, da B - sc cssa non varia al variarc di dotte rnodalita,
n %
o sc & ciod a(l) = 3(2) ® Gue W a( ) (c quindi = a_ ) (por
o r r r

r = I, 2, .c.n ); risulta allora - arbs s © si vede subito invers=

sancpte che sc &, por tutti i valori di rc di s y arbs, la distri=
buzione di A @& indipcndcnte da B ., Por ovvic ragioni di simmctria,
questo teorcna fa vedore poi che se la distribuzionc di A 2 indipcendente
da B anche quella di B @ indipondentc da A ( ¢ viceversa ); si pud
dire allora pil prppriamcnte che le distribuéioni di A e B sono indipcnden=
1,

Cid avverrcbbe nel nostro escrpio se gli sposi ¢ le sposc delle diverse
ctd si accoppiasscro a caso, scnza che 1'etd dell'uno influisse a deternina=
rc cormunque qualche tendenza a preferire certe o corte altre ctd por 1l'altro
coniuge, Cid & hen comprensibile che nel nostro caso non wvvicne, ¢ si espri=
ne tale fatto dicondo che fra lo ota dogli sposi si ha gonnessione o dipgns=

dgnza o gorraelazionc. Si noti che, date le distribuzioni di A o B scpa=

ratamente (¢ ciod le percentuali 8)eee 3 0 Diaas §m), la tabella a doppia

entrata delle S risulta deternminata(le © i si possono calcolarc) se lec

distribuzioni sono indipendenti; altrinenti no.

42 = VARI ASPETTI DEL RAFFRONTO .

Bo i caratteri A ¢ B non danno luogo a distribuzioni indipendenti,

intorossa vedoro le relazioni che fra 1z loro distribuzioni sussistono, Tale
studio si pud proscntarc, a scconda dei casi, sotto aspetti divorsi che non

vanno confusi: pud averc intorcssc talvolta ocsaninare sc la distribuzione di

un carattore varia poco o assai al variarec dell'altro caratterc; pud darsi pit

spcsso che importi vederc in qual nodo le variazioni prevalentenepte avvongano,




[image: image65.jpg]o riconoscerc se c'® una tendenza a variarc prdporzionalmente, o una tonden=
za (nei casi in cui, por 1'omogeneita doi caratteri 4 o B cid & senso,
core per l'otd degli sposi) alla concordanza fra i valori corrispondenti dei
due caratteri.

Nel primo casd, per vedere di quanto ci si scosta dall'ipotosiidell'in=
dipendenza, si possono calcolare le percentuali c;s = ‘rbs che si dovrebbero
averc sc le distribuzioni fossero indipendenti, e confrontarle con le percen=
tuali effettive B Lo scarto o L Wiignn c;e si dicc gontingonza
della casella (r,s); dividendolo per c;S si ha la gontingonza rolativa.

Per avere un indicc sintetico del grado di conncssione conviene perd
seguire un'altra via. Sia I_ 1l'indice di dissomiglianza (v. n® 39) fra
la distribuzioné di A nella totalitd ¢ quella subordinata alla nodalitd
B, 4 B (quella eiod dell's-esima colonna). La media aritmetica J
di tali indici, con pesi proporzionali alle percentuali delle diverse colons=
ne, J = blll + b212 + eee mem da una misura della dissonmiglian=
za delle diversc distribuzioni subordinate dalla distribuzione tdtale; divi=
dendola per la differenza nedia con ripetizione ‘ZEXR di'’ B nclla totalitd,

che &, coéme si dimostra, il rassimo valore che J pud assurere ferma ro=

stando la distribuzione di B nella totalitd, si ha un indice relativo C

AB "
detto jndice di gonnessione ( GINI ) di A a B: CAB - J:A\R.

43 = TENDENZA A UNA RELAZIONE FUNZIONALE,

I1 caso estremo in cui fra le distribuzioni di A e di B non sussis
ste nossuna rolazione € quello dell'indipendenza; l'altre estrero & quello
in cui la relazione abbia addirittura il caratterc di funzione, e ad ogni
data modalitd o valore di A corrisponda una deterninata modalitd o un de=

terminato valore di B (e in questi duc casi appunto si ha CAB =0e¢
rispettivamente C _ = 1).

AB
Il caso teorico di una relazione funzionale non pud in pratica avere luo=
go esattarente, ma non ® raro,ed & molto intercssante, il caso in cui si ha
una certa tondenza ad avvicinarsi a un tale tipo di rolazione. Si ha ciod
(nel caso di carattert quantitativi) una funzione y = £(x) tale che, dot=
to x il valore di A , il corrispondentc valore di B  si scosta ge=

neralmente poco da  f(x) . Naturalmente, tutto queste locuzioni sono. assai



[image: image66.jpg]vaghe o per la loro stossa natura lo debbono essere; anche la funzione £(x)
non & certo definita cho con un kargo grado di arbitrarietd, e tutte queste
considerazioni vanno interpretate e sviluppate caso per caso secondo i sug=
gerimenti del buon senso.

Una misura dell'approssimazione con cui la relazione funzionale
B = f(A) sussiste si pud avere, come altre volte vedemmo, in un'opportuna

media degli scarti B - £(4) , ad os. nello scarto quadratico modio

&

indice relativo 1? £ =

jdetto © lo scarto quadratico redio di B dalla riedia, si ha un

e dividendo per & « Il valore minimo di T?
1 £
si ha (efr. n. 24) quando f(x) = media aritmetica (ponderata) dei valori di

B corrispondenti a valori di A uguali ad x ; tale valorec, indicato

brevenente con 4? ,& il cosiddetto rapporto di correlaziona (PEARSON) .

44 = CONCORDANZSR .

Per riconoscere se c'® una tendenza alla concordanza fra i valeri dei

due caratteri A e B (si pensi, per fissaro le idee, al caso in cui
A = otk dello sposo, B = ctd della sposa) si pud applicare quanto ora
detto alla particolare funzione f(x) =x ; in questo caso particolare, il

significato del problema induce perd spesso a preoferire un'indagine diversa,
e cio® a confrontare la differcnza media fra i valori corrispondenti di
A edi B (nell'esempio: il dislivello medio fra le otd di duo sposi) con
quella che si sarebbe dovuta averc se gli accopiamenti fossero avvenuti a ca=
so, o fossero avvenuti in modo da rendere il dislivello quanto pil grande o
pid piccolo era possibile.

®ia M il dislivello medio osservato, Mi ) Mé quello minimo
€ massino possibile, Mb quello probabile ; h& gl ha qaahdo ai valo=
ridi A disposti in ordine crescente corrispondono valori di B  anch'es=

si in ordine crescente, e Mé si ha nel caso opposto; Mb ¢ dato infi=

- TSN

R (a+B) ~ 71 2 (5)
ove AR (a) ' AR

forenza nedia di A ¢

ne dalla formmlsa

(8) ° zﬁ:&n (4+B) indicano rispettivarmente la dif=
di B , e del gruppo di quantitd ottenuto riunendo

quelle di A e B . Si otticne un indice, detto dndice di omofilia , 0,

M-M I-U
ponendo & v [¢] 6is A o o a seconda che M 4 u .
e o - M, Aoy
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[image: image68.jpg]Lo stesso procedimento si pud adattare a studiare la tendenza alla con=
cordanza o proporzionalitd degli scostamenti, ¢ cio® per eseguiro la ricerca
del n. prec. nel caso in cui f(x) = x+k o, in generale, f(x) = hx + k .

Basta studiarc la concordanza fra B ed (h4a + k) .

45 = MOMENTI. CORRELAZIONE NORMALE .

Cone nel caso di una distribuzione s emplice, anche per una distribuzio=
ne a duc dinensioni abbiamo un elemento utile alla sua conoscenza nella cono=

scenza dei momenti (valori medi delle potenze degli scarti) : oltre alle po=

tenze A, A2, AS, S - Sl A Bz, BB,... avreno perd da conside=
2 2 2.2
rare anche quelle miste AB : A B, AB; ABB, Al , AB’; “oe
(si noti che supponiaro , per corioditd di scrittura,che A e B rappres

sentino gid gli scarti, che sia gid detratto ciod il valor medio) . Importan=

za notevole ha il valorc nedio MAB del prodotto AB ; il rapporto

ottenuto dividendolo per lo scarto quadratico medio di A e quello di B,

¢ il cosiddetto indice &i. correlazione ( BRAVAIS ) . Esso pure nmisura la tens=

-

i

denza alla proporzionalitd fra gli scostamenti di A e di B

Anche nel caso di due caratieri si nresenta come assai nofevole la legge
normale di GAUSS , del tutto analoga a guella per le distribuzioni senplici.
La si pud rappresentare graficamente nediante la superficie di correlazione
della Fig. 25 . Per comprenderne il significato si pensi di ricoprére le ca=
delle di una tabella a dompia entrata con una colonna di tante mattonclle
quanti sono gli individui che vi appartengono; avreno un'irmagine intuitiva
della distribuzione, 1'addensanento essendo tanto Ix2ggiore in una data regio=
ne quanto rmggiore & il volunec dellc mationelle sovrastanti. Per passare, coi
nedosimi intedimenti illustrati nel n° 3

- a proposito del caso di una dimensio=

ne, a una distribuzione continua, dovremo oitenere una superficie che potreno

a un dipresso pensare realizzata coprendo con un velo il procedente rmcchio

di mattonello J, "addensanmento & tanto naggiore in una data regione, quanto

maggiore & il volume sovrastante, ¢ ciod quanto pil @ alta la superficie; §

le linee di livello deterninano quindi le regioni di uguale addensanento.




[image: image69.jpg]*el caso della correlazione normale tali linee sono delle ellissi omote=
tiche, col centro nel punto corrispondente ai valori rnedi dei due caratteri;
1'addensamento decresce passando dalle ellissi pil vicine a quelle pil larghe,
e decresce seguendo la legge di GAUSS : tagliando la superficie con un qualun=
que piano verticale, si otticne sempre la curva normale degli errori. In par=
ticolare, de 1l'indice di correlazione & nullo ¢ gli scostamenti quadratici
medi di A e B sono uguali, la superficie di correlazionc & la suporficie
di rivoluzione ottenuta facendo girare la curva degli errori attorno al suo

asse (di simmetria) .

CAPITOLD A

LA PREVISIONE STATISJICA E LA TEORIA DZLLE PROBABILITA! =

46 = DELLA PREVISIONE .

Non si pud dire che la previsione ricntri nei compiti della statisti=
ca, ma & certo che ne costituisce uno degli scopi, e uno, anzi, dei pil
importanti. Non pud essere un coupito, perch® dai dati osservati nel pas=
sato pullg si pud dedurre logicamente di quanto riguarda il futuros La lo=
ro conosc enza ci mette perd in grado di azzardare con maggiore fiducia di
successo gualche previsione, e nel regolarc lec nostra azioni in rapporte ad
eventi futuri non possiauo fare altro che rogolarci conformenmente all'espe=
rienza. E' per tal modo che la conoscenza del passato ci & utile per preves=
dere e per regolarci in futuro, ed & cosi chc la statistica pud proporsk,
s¢ non come come compito comc scopo, quello di guidare alla previsione.

Anche nei precedenti capitoli, in cui si trattava soltanto dell'ela= {
borazione dei dati ossorvati, ho serpre ¢ ripetutamente insistito che impa=
rare i metodi per prospettare in vari nodi, lurieggiandone aspetti diversi,
i risultati, & necessario ma non sufficionte per poterne proficuanente

farc uso: prima di tutto occorre capire, con :clto buon sonso, il problena.




[image: image70.jpg]Qui 1%avvertimento vale in grado incomparabilmente maggiore, perche i neto=

S

di per prospettare i dati osservati, chi non capissc affatto il problena,

-

potrebbe sempre applicarli ottenendo risultati nagari inutili ma esatti,

mentre che nessuna previsione & possibile a chi non ha abbastanza buon scn=
80 per prevedere. Quello che si pud inscgnarc & soltanto il calcolo delle il
probabilitd,che, a chi sa gid col buon scnso prevedere alcune circostanze

¢ giudicare del grado di attondibilitd di tali previsioni, da il modo di
prevederc coecrcntementce le loro conscguenze, c¢ attribuirvi il gmado di attens=
dibilita ben determinato cho loro spetto. A nulla giovercbbe perd la cono= ’
scenza del calcolo delle probabilitd per chi non avesse gid dclle opinioni

da prenderc a base, cosi come un rmlirno por gquanto perfezionato non pud

dare farina se non ¢'? grano.

t
47 = LA PROBABTLITA'. 1l
Prina di saperc sc @n certo evento si & 5 non si & verificato, posso

sentire di attenderc con un grad

o pit o nenc vivo di fiducia che esse abbia

a verificarsi, tant'® verc che in tutts 1o linguc cesistono delle frasi co=

ne "¢ facile" , "3 verosisilol » "& provabile’ che questo evento accada,

frasi che esprimono apraito qaesto nostro atteggiancento. Guardando il cie=

1o al mattino pensizio e diziamo cho oi scrbre pilioc neno probabile che ab=

bia a piovere nel corso deolla giornata, ed ¢ in base a questo giudizio che

prendiame o lasciawmo a casa l'ombrollo. B cosi di tutte le circostanze di

cui ci dobbianmo preoccupare noi ci formiamo un'opinione sulla loro naggio=

i
re 0 mino®e probabilitd, od 3 su 11es%a valutazione di probabilitd che ci j

basiano nel prendere una qualunque declsione. Cosi si regolano nelle loro '

decisioni l'uomo a'affari o lo stratega, il ladro che organizza un colpo i g

¢ l'aviatore che s'accinge a una transvolata, e chiunque in una parola, i

3 3 . . 3 . b . : [ |
¢ siano tutti, abbia a farc i conti col i ©:0 e con l'ignoto, f
e

Ancho scnza conoscere od anplicare il calcold delle probabilitd noi i

facciamo istintivacente, sui gludizi di probabilitd,dei ragionanenti: dal

fatto che ci appaiono Pilt 0 reno probadili corte prenesse, deduciario che dobs=

biario ritenere, coerentenents, che siano Pil 0 rweao probabili certe consc=

gucnze. Questi ragionanicnt:, seriplici nai oosi senplici, divengono comples=




[image: image71.jpg]si nei casi comnlessi, ¢ vanno in tal caso sviluppati con tutto rigore, ¢
ciod basandosi sul calcolo dellec probabiliti. Per le previsioni statistiche,
avendo a che fare con fenomeni collettivi, ¢ guindi complessi,si ha proprio
uno dei casi in cui 1l'uso del calcolo dclle probabilitd riesce piu utile e

o
appropriato,® °

48 = MISURA DELLE PROBABILITA'.

Perc¢h® un ragionamento intuitivo sulla probabilitd di certi cventi pos=
sa tradurdi in forma matenatica, cow'® guclla del caleolo delle probabilitd,
® necessario che il grado di probabilitd di un evento possa essere convos=
nientementc misurato can un numero. Come chi parla del caldo ¢ del freddo
deve nisurare lc todperatura in gradi, nuncricancente, se vuole fare dei ra=

gionamenti pil precisi.

Per fissarc le idcc consideriamo dapprimc i casi schematici dei giochi
¢ delle estrazioni: quclli da cvi il czlecolo dello probabilitd ebbe origim
ne. Se si hanno n casi possibili chc giudichiamo ugualnente probabili,

e ciod fra cui non sapremio attenderc cor unggior fiducia che abbia a veri=
ficarsenc uno piuttosto di un altro, ¢ se mn di questi casi sono favore.:=
voli a un dato dvento E , ed n -n sfavorevoli, la probabilitd di

E ¢ intuitivamente tanto uaggiore quanto uaggiore & la percentuale dei
casi favorevoli. Se si tratta ad esempio di estrarre una palla bianca da una
urna che conticne n palle di cui n bianche e le altre nere, la pro=
babilitd dell'evento E consistente nell'z.irazione di una palla bianca

- supposto di giudicare l'estrazione di vna qualunque delle n palle co=
rie ugualrmiento probabile - & tanto raggiore quanto maggiore & la proporzio=
ne dellc palle bianche. Il rapporto ry/u , rapporto del nuncro dei casi fa=

vorevoli alla totalitd doi casi possibili, ritonuti ugualmente probabili,

0’0o B' anzi abbastanza diffusa 1'idea che il calcolo delle probabilitd ab=
bia senso e sia legittino ncl solo ¢aso dei fonomeni collettivi, in cui si ,
pud parlare di froquenze. Talé opinionc mil sdriora’ pero eccessiva e del tuts |
to ingiustificata; sarebbec come dire che le macchine calcolatrici non pos=

sono eseguire l'addizionc 1 + 1 =2 i coltanto operazioni pid coriplesse,
invoce di dire che pon val la pena di usare 12 naechina per calcolare 1 + 1 = 2,

T

e e T —




[image: image72.jpg]& dunque atto a dare una misura, ¢ di anzi la misura pid semplice, del gra=
do di probabilitd che attribuiamo all'evento E , Ad esempio : la pro=
babilitd con cui attendiamo di ottenerc "tosta" giocando a "testa e croce"
¢ Y2 = 0,50, se ritoniano ugualmente probabile che ¢i si presenti 1l'u=
na o l'altra delle due faccie; la probabilitd che il primo estratto al lot=
to sia divisibile per 9 ( figura di 9, seccondo la cabala) & 1/9 = 0,11

(per chi non abbia ragionc di prevederc cén raggior fiducia l'estraziono

di un numero piuttosto chc di un aliro) perch® i casi favorevoli sono i nu=
meri 9, I8, 27, 36, 45,54 , 63, 72, 81, 90, e ciod 10 nureri su
novanta .

Osscrviano subito che un evento certo ha probabilitd =1 , un cven=
to impossibile probabilitd = 0 ; la probabilitd & prossima ad 1 quando
l'evento & praticamente certo, prossima a 0 quando & quasi impossibile,

Se non si tratta d'uno dei casi schenatici cone quelli accennati, bi=
sogna fare un confronto. Se per avere, ncll'ostrazione di una palla bian=
ca (collc solite restrizioni) da un'urna contenonte I00 tra palle bianche e
nere, un cvento che ci dia press'a poco lo stesso grado di affidanento,

di probabilitd, dell'ecvento E che ci inteoressa, ¢he ne possa costituire,
per cosi dire, un nodello, dobbiamo supporre che le palle bianche siano,

ad ¢s. , 38 , potremo dire che 1l'evento E ha la probabilitd 38/100 =
= 0,38, coll'approssimazione al centesiing . Se scribrasse possibile o
vantaggiosa una misura »il precisa con tre decineli, potremmo pensare I000
palle anzich® I00, e¢ trovercrmo ad es. che un rodello Pil approssirato si

ha quando le palle bianche sono 382 . Allora 382/1000 = 0,382 sarcbbe la
probabilitd di E approssiuata al millesimo.

Pil intuitivo risulta questo raffonto qundo si sappia che (cone presto
vedremo), ripetendo molte volte 1'estrazione (ripettondo ogni volta nell'ur=

na la palla estratta) da un'urna che contiene 38 palle bianche su 100 (o 382

su 1000, occ. ), si'estrae in media wress'a poco 38 volte su 100 (382 su
1000, ecc.) una palla bianca . 8i pud allora valutare la probabilitd che

si attribuisce a un evento E pensando con quale frequenza ci attonderem=

0o di vederlo verificato se lo si potesse ripetere molte volte in condi =

zioni tali da laseiarci saripre 1'identico grado di fiducia



[image: image73.jpg]49* = PROBABILITA' TCTALI E PROBABILITA' COMPOSTE .

I1 calcolo delle probabilitd & basato sui due teorenmi fondanentali
che dimostreremo ora rifcrendoci al caso scriplice e schematico dei giochi,
" na la cui portata & del tutto generale.

Se frale n palle ve ne sono r rosse, 8 azzure, © le ri=
rmanenti sono bianche, le palle colorate sono r + s ; in un'estrazione
in cui si giudichi che ogni palla attia la stedsa probabilitd di uscire,

la probabilita che sorta una palla rossa, azzurra, colorata & rispettiva=

r S o e r A

nente B AT Vet LR g " wa SR )

In generalo : se duo eventi E, ¢ E, che si escluddno a vicenda (oventi
incompatibili) hanno probdabilitd p, e P, l'evento E consistente
nel verificarsi dell'uno o dell'altro dei duc (che si dice loro gorma logi=

gaj: E=E + E2) ha probebilitd  p = Py + By e E' questo il foorcma

dellg probabilitd totali . In particolarc, sc un ovento E ha probabilita

p , l'evento contrario E (consistente nel non verificarsi di B )

ha dunque probabilitd 1 -p .

Se fre le n palle ve n'® di bianche e di nere, parte con un con=
trassogno ¢ parte senza, qual'®, nelle solite condizioni, la probabilita
di estrarre una palla binnca col tontrassegno ? Siano r lo palle bian=
cho col contrassegno : la probabilitd cercata @ g- che si pud scrivero
ﬁ.. g.. g. . Essa & dunquc ottgnuta moltiplicahdo la probabilitd ry/n
che la palla sia bianca per la probatilitd r/m  che la palla supposta
bianca abbia il céntrassegnd (probabilitd che si ottiene dividendo il nu=

nero r dei casi favorevoli per il numero dei casi possibili, che, su=

bordinatancnte a quell'ipotesi, sono soltanto n ) . Se la »roporzione

della palle col contrassegno & la stessa sia fra le sole palle bianche che
nella totalitd (il colorec ¢ il contrassegno sono caratteri indipendenti

nel senso del n. 4I), se ciod il nuuero totae 8 della palle con cone

trassegno & tale che sfn=r:n , abbiano é - 3
n n

la probabilitd di estrarrc una palla bianca col contrassecgno & il prodot=

to della probabilitd che la palla sia bianca e della probabilitd che abbia

il contrassegno.
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In generale: la probabilita che due cventi dati E, e E2 si verifi=

chino entrambi (che si verifichi eiod l'evento E =E,.B, , prodotfio logi=

go di E e E_ , consistente nel coverificarsi dei due eventi) & il

1 ra s et ;
prodotto P = plpg ) della probabilita Pl di E1 per la pro=
babilita pgl) che E2 si verifichi gquando si supponga verificato E1 .
; é (1
E' questo il tgorema delle probabilitd comorte . Se P, ) L ST

ce che E2 & indipendente da El : & allora P=pp, © si ha an=

che P§2) - 2 . ?}??_ “ , e cio¥ El ¢ indipendente da E2 .
P2 Po
Si dice percid pil seupliceriente che B, e E2 sono_indipendenti .

I due tepremi ora enunciati per la sormia o il prodotto logico di due

eventi valgono evidenterente anche quando 7li eventi sono tre o piu.

50 = IL PROBLEMA DELLE PROVE RIPEIUTE .

Abbiansi n  eventi El - ?2 R En indipendenti e ugualnente pro=

babili (probabilitd = p ), che supporromo siano altrettante prove di uno

stesso fenomeno : indichinc o2 es. T s En l'estrazione di una
e &

palla bianca da una stessa urna (rimettendo sciire le palle ostratte) alla

prima, sedonda, ... n-esinma csirazione, o, pid in gencrale, il successo dclla

prima, seconda, ... n-esina prova di un dato fenomeno. Sia, mer fissare un

monento le idee, n =5 : si facciano ciod cinque prove. L'evento
. . . .— dott 1§ i Y m X 3 . &
E, 15 33 E4 E5 (prodotts logico ¢ A E} : E4 e degli oventi contrari

di E, ed E5) & costituito dall'esito favorevole delle prove prima, terza o

quarta, sfavdrevole della scconda ¢ dell: giinta; 1la sua probabilitd, per il

teorema della probabilita composte, & PqQppq = p3q2 ove @ =1-m

¢ la probabilitd dell'esito sfavorevols di una prova. Nel caso considerato

le prove favorevoli sonc tre e due quelle sfavore®ol:i; i casi cho danno tre

prove favorevoli e due sfavorcvoli sono perd diceci, precisamente, le pro=

ve sfavorevoli possono presentarsi ai posti deguenti: 1l e 2; 1l e 3; 1 e 4;

SR N9 3 24 S (caso vrecedente); 3 o 4; 3e5; 4 e5. La proba=
bilitd di ciascuno di questi casi & serpre

ll

32 .
, p’q (non si modifica sc non
ordine dei fattord), e quinci (per il %eocroma dolie probab litd. totali)

la probabilitd di averc tre srove faverovo' . e cue sfavorevoli su cingue &
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10 p3q2 . Un ragionamento analogo darcbbe che le probabilitd Pos By

P2 i P3 ,'P4 : P5 di avere 0, 1, 2, 2, 4, 5 prove favorevoli
su cinque sono ordinatamnente
5 4 1057 3 B} w3000y P Sl R A e
Po"q ’ P1"5Pq ’ P2= P q o P q ? 4 r ¥g
§ n ’ : ? X
E in generale la probabilita Pé ) cic su n  prove quelle favorevoli
siano h & data da
(n) h a-h
h ~ (h)
ove h) ¢ il nwero delle d;Vcrbu combirnazioni di n oggetti h ad h

h  prove favorevoli ed n-h prove sfaavorcvoli) . I nuneri ( )

si dicono coefficienti blnorlall perchd si prescatano nello sviluppo delle po=

tenze di un binonio; formalnente, lo Pﬁn sono infatti nicnt'altro che i tors=

nini dello sviluppo di

°

5 -1 ! n n
(p + q)n = qn + npqn + e npn q + p1 = ESn) + Pi ) + oee + Pi-i i %)

Accenniamo soltanto che si ha

n!
(n = n)!

() =

ove n! (n fattoriale) indiea il prodotto 1.2.3. ... .n dei primi
n  nuneri interi, e che i coofficisnti hiromi~l1 si ottengono facilriente

dal triangolo di TARTAGLIA (ove ogni cilra & la sorma delle due sovrastanti):

L

oy

l
l 4
116 o

H\N o

1
3 i
» 55 o

auE BLIEE N N R e TR R Y

E%O\f\)i—‘

Si noti ad es. , nclla pornlting riga, che si hanno i coofficionti 1 o B
10, 10, 5, 1, gid trovati studiando il cCaso n =5,
£
Se si ¢ saninassero le pr habilitd Pgn) : P'n)

n
l , L P( )
frequenze possibili su n prove si vedrcboe che le frcquenze pil probabi: ‘

delle diversc

1li sono quelle vicine alla probabilitid » passando da valori della fre=

quenza vicini a P a valori pil distanti.
la probabilitd vi rapidarente deercscendo, I

damcnto nel caso particolarc n - I2

raggiori o ninori di y o e A

a Fig. 26 nostra appunto tale an=
» P =0C,4 . Un'indagine pill approfondis=
cere che guando il nuroro
la distribuzione di probadilit tendo sompre po

r il o

T2 o addensarsi eni val spt Viei

3 :
ta condurrcbhe Poi a conclu n doelle prove cresco
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n sufficientenonte grande (pur di farc un nunmero abb.. tanza clevato di pro=
ve) si pud esserc praticancnte certi che il valoredella frequenza venga a coins
cidete con quello della probabilitd ontro un grado di approssinazione cormun=
que prefissato, Arriverceno a questa iuportante conclusione per via elomen=
taro, cvitando fastidiose operazioni sui coefficicnti binonmiali, graziec a un

opportuno irpicgo del teorcma di BIENAYME'- TCHEBICHEF . Dobbiaio perd allora

basarci sul concetto di numcro aleatorio.

51 = NUMERI ALZATORI,

Quando ci accingiano ad esecguire un certo nuriero n di prove di un

dato fenoncno, non sappiario quante delle n prove avranno esito favoreovo=
le¢. Il nunero X delle prove favorevoli & un numero il cui valore non ci

¢ conosciuto, un murero che dipcnde da circeostanze il cui e sito ancora igno=

riamo. 8i csprime tale fatto dicendo che X & un nunero aleatorig o va=

riabile casuale.

In molti casi un n merc aleatotio Pud assuriere uno qualunque di infiniti

valori diversi, ad os. di tit%i i valori a4’ un dato intervallo. Cosi sc lan=

ciamo un sasso non sappiamo prevedere con precisione a che distanza X do=

vra cadere, ¢ tutte le distanze compresc fra liniti ragionevoli saranno valo=

ri possibili che X potra asswicre. In altri casi la X non pud, per

il suo stesso significato, assumere se non uno o 1'altro di un sistena asses=

gnato di valori Xy Xyoa ees X, ¢ ncll'eserpio considerato in eui X

sia il numero delle prove favorevoli fra quelle, in numero di  n y Che si

cseguiscono, & certo che X pud asswere soltanto uno degli (n+l)

se&lmti: o’ 1 ’ 2 ’ 3 ’ LY n"l

valori
» 0

Si dice in tal caso di aver determinato la legge di probabilitd del nu=

mero aleatorio X quando si siano assegnate le probabilita Py 2 Pyy oone

B che ha X di assu iere uno qualunque dei valori possibili X) X,
3
cee xn « Nel nostro esempio, se le prove sono indipendenti e hanno tutte lg

modosima probabilitd p , il numero X delle prove favorevoli ha le

)
probabilita Pgn) * Pgn), e in, sorra deterninate di risultare ugualo

a 0,1, ...n , oquesti valori definiscono quindi la legge di probabili=
th & X o Nol caso in ~ui X Poarn agsunere uno qualungue di un'infis=

nitd di valori diversi, si dice assegnata la sua legge di probabilitd se si



[image: image78.jpg]assegna la probabilitd che ha X di appartencre a un qualunque prefissa.

to intervallo. Vedreno un esenpio nel n. 57 , parlando della legge di GAUSS .
Due nuneri alcatori X ed Y si dicono jndipendenti se, quale si

gia il valore assunto da X , la legge di probabilitd di X & sons

pre la stossa: Sc ad es. X & capace di asswiere i valori X x2 kY

x con probabilita Py s Dy b eee B ed Y di assunmere i valori
n

yl ~ y2 § e yh con probabilita Q) + Gy s eoe 9 i nuneri aleatori

X. 8% sono indipendenti se la probabilitd che X assuna il valo=
re Xy e ;4 il valore ¥y & p,‘q1 , © in gencrale la pro=
babilitd che sia X = X, 4 © Y = ¥ Pg, I1 fatto che X
risulti = %) 4 X, 4 eo0 X & cio® un cvento indipendente (n. 49) dal fat=
to che Y vrisudti = Yy o0 y2 TR A

Si osscrvi poi che se X ¢ Y gsono duc numeri aleatori, la loro
sorma X+Y , il loro prodotto XY , sono ancora dei nuieri aleatos=

ri ,Se X e Y non amncttono che un nusero finito di valori possibili,

anche B NS CHUEY Rl ¢ ¢ godono della stessa propriecta.

52 = SPERANZA MATEIATICL .
8i dicce che il nurero X ® la sner-vea natenatica o il valor ne=
dio del nuncro aleatorio X se in una scoricssa cqua bisognerebbe paga=

—_—

re una sorma uguale ad X  peor acquistarc il diritto a riscuoterc una son=
na uguale al valore X cho circostanze incognite determinerabno.  Por
calcolare la speranza materiatica nel caso pill generale basta saperla calco=
lare nel caso semplicissino del guadegno éi un'unieca gorma S con pro=
babilitd p . Pensiamo di averc una lottorin con un premio unico di
100,000 lire o i biglietti siano 10.000; la probabilitd di vincita (che
dobbiamo considerare uguzlc per tutti i biglietti) & 1/10.000 = 0,0001 ,
e il prezzo equo di un biglictto ftalo che 1'incasso serva esattamente a co=
prire la spesa) & di 10 lire : la speranza natenatica & dungue 10 lire, e
cio® il prodotto della sorma in gioco (L. I00000) per la probabilitd di
vineerla (0,0001). Il ragionaiiento & gonerale, ¢ sia ha il teorema : la spe=
ranza natenatica di un guadagno S quando la probabilitd di offettuarlo

® ©p @& il prodotto pS . Passando al caso gonerale di un nurnero alea=

torio X capace di assurere i valori X)» Xy, eee X cOn probabilitd

pl, pz. eve pn » 81 vede subito che la sporanza natenatica &
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X = pXy + P,X, + «ee # p X, porcld il guadagno aleatorio X & 1la
soina di un guadagno x, con probabilitd P, » di un gaadagno kz
con prodadbilitd P, + © cosi di scguito. Abbiamo in sostanza applicato
{1 principio che la speranza nateiatica della somma di duc numeri aleatori

X e ¥ 2 1a somna della sporanza noscnsticadi X o di quella di Y @
s ey - e
(X+Y) = X+«Y . Sard un esercizio utile verificare che 1'cspressione
trovata della speranza rateriatica rende effettivamente sofldisfatta, come
dol resto cra neccssario, questa propricta.

Un teorema analogo vale per il prodotto dd due numeri alctwnri g gop=
dizione perd ghe siano ind:ipond

renza natenatica del prodotto XY & il prodotto della speranza natonati=

: & allora (XY) = X.Y : la spe=

cadi X ecquelladi Y ., Por .sc.plicita di scrittyira supponiano che
X possa assuriere duc soli valori X, e x, con probabilitd P, ©
P, ¢ Y i due valori y; e ¥, con probabilita 9y © g, . E'

" R ?
XY = plql(xl.vl) + 2,4, ~"132) + pgql\xzyl) + pzqz(xzvz) :

Ma XY assunc il valore x,yl se risulta X = x, o Y= yl
e il coverificarsi di questi duc cventi indipendenti ha probabilitd P4, i

assune il valore x1y2 sc risulta X = x, e Y = Y, s © questo e=
vento ha probabilita plq2 y © analoganente sono p2q1 c p2q2 le pro=

babilitd che risulti XY = Xy, © XY = LY, o Percid la speranza na=

tematica (XY) del prodotto XY & data a.pinto dall'espressione ora

scritta , e risulta quindi (XY) = X.Y A Covad.

Si noti in particolare : il prodotto di due nuueri aleatori indipens=

denti a speranza natematica nulla ha speranza matematica nulla . Se X =0,

Y=0,¢ XecY sono indipendenti, & ciod ancora (XY) =0 . Un'altra

proprictd chec pud considerarsi caso partccolarc della precedente & questa:
so k & un nuero deterninato qualungue, la speranza matonatica del pro=
dotto kX & il prodotto di k per lo sporanza natenatica di X ¢
0X) = kX .
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Per nisurare l'ordine di grandezza probabile dello scostamento frg il

valorc chc assumerd X eod il valor nedio X (sporanza natonatica) che
possiano deterninate a priori, & convenionte, con procedinmento analogo a
quello esposto nel n. 24 per le distribuzioni, calcolare lo scostamonto

quad ratico nedio dal valor nedio del nuierc aleatorio X » che si in=

dica © X ed & il nuncro positivo tale che
5 by

gy = (X = X)” = speranza matenatica decl quadrato dello scarto (X - X

Se X & un nuiicro zleatorio eartce ¢i assumere con probabilita

Pys p2, vos pr1 ivalori x .x

17 2, RN Xn ) sl }la

R TS -
6'}2{ = pl(x X) + p2(x —X) * see 4 D (x -X) = (Xz) - (X)2

ove (Xz) 8la speranza: riateratica del numero aleatorio X2 ' (.)2)2 &
il quadrato della speranza natematica di X . Basta infatti sviluppare

i quadrati ricordando che PyX) + eee t ;pnxn =X , e che Py #eeet pn =1

(somma delle probabilitd di tutti i asj possibili,
Una proprietd che ci s-rd utile & questa: se il numero aleatorio X
si moltiplica per un nuwero %k , lo scostanmento quadratieo riedio risul=

ta purec moltiplicato per Xk , B' infatti

— 2 Sl e a2 2 =2
(kX - (kX) )" = (XX -kX) ELE~X) = XAX -2
(2] CiOb 6 2 = k2; 6 2 G‘ = ko 6 C.V.do
kX -SRI kX X =Y !
Ma la proprietg fondwmuentsls & 1o scguonte. Se X e Y 80No0 nune=
ri aleatori jndipendenti, lo scostamento quadratico nedio sz della

loro sorna Z=X+Y @& Aa%o dalla formmla

2 2 2 n 6' e :"‘ - 2 2"1
62 - 6X+6Y ossia 5> \1 (Dx-l- GY .
(Ricordando il teorema di PITAGORA : 6’2 > 1'ipotenusa di un triangole
rettangolo avente G'X e 6Y per catcti)
Sappiamo infatti cle Faxy ¥ ; & quindi
Z-2=(X-X)+{-Y) e (z-z)z- ((x-x)+(Y-§))2

=x-0%s v-D2s2x-D(x-0 .



[image: image81.jpg]X=-X ed@ Y~-Y sononuneri aleatori indipendenti a valor nmedio nullo,
¢ il loro prodotto ha quindi valor medio nullo (v. n. 52) . Rimane che il

valor medio 6; di (2 - 2 e ¢ la2 sorma dei valori medi 6; e

Sfr a Ral o (x - %%, c.v.d.

L'inportanza che ha lo scostarento guadratico medio & in gran parte
dovuta al teorema di BIENAYME'-TCHEBICHEF chc gid abbiauo gnunciato nel
¢ass delle distribuzioni: ¢ che qui vale colla nedesina dinostrazione se
al posto delle porcensuali si parla dellc probabilitd: Lz probabilitd
che risalti |x-X[BHeE, 2 <L WA,

Si ha probabilitd tutt'al pid ugualc a 1,/h2 che lo scarto dal valor
riedio superi, in valore assoluto, h voltc lo scostanento quadratico
ricdio (si ha ad ¢s. probabilitd tutt'al pilh uguale a I/I00 che lo scosta=

rnento superi il decuplo del valor nciio, ccc. ;efr. n® 24 ) ,

54 = APPLICAZIONE AL PROZLEA DBLLE FROVZ RIPETUTE .
Ritorniano, acquisite queste nozioni, ol problema delle prove ripetute,
prove
Su n YEhe ci accingianc a fero, sia Y il numero (aleatorio) di

quelle che riusciranno favorevoli. Lo potrerio scerivere come sorma di n

nunieri alcatori Xl ’ X2 2T Xn ove Xl = 0 o 1 a scconda che
la prima prova sard favorcvole o sfavorcvole, X2 = 0 0o 1 a seconda del=
1'esito favorevole o sfavorcvole della scconda, ¢ cosi via. Risulta allora
infatti che T w K +X +ees +X

n 1 2 n

Supponiario che le varie prove siano indipendenti, ¢ si abbia in tutte
lc medesima probabilitd = p | Uno generico X  dei numeri aleatori
X1 pese X.n ha allora speranza mateuatica = p, ¢ abbiamo infatti probabi=

litd = p che assuma il valore 1 , probabilitd = (1 - p) che assuna

il valore O ,edé_ x:x1:x2=...:xn-(l-p).0+p.1-p .
Sotmando, risulta Yn = Xl + X2 + oee + Xn = np .
Lo scostamento quadratico medio G?% di una generica delle X @,

per definizione, il nuriero positive tale che

Sr=(1-00-07+20-5°=p1-p -5

ove si prnga ancora g =1 -p ,
Sorriando, risulta

2 2 el - Jr—
6 - 6 + ses + (5 = n G = n
Yn xl xn pq ’ Yn Pq -



[image: image82.jpg]Se, anzich® il nurmero Yn delle prove faworevoli consideriamo la lo=

ro frequenza, e cio® il numero aleatorio fn = Yh/n y avreno
-
i S 26 Pq
n —
n n fn Yh 2
Scriveremd per comoditd tipografica d'ora in poi fs; ih luogo di 65; i
n

Basta ora applicare il teorena di 27I AYiE'-TCHEBICHEF per giungere al 4

teorema di BERNOULLI o lesge dei grandi numeri : LA FREQUENZA SU UN GRAN
NUMERO DI PROVE COINCIDE PRATICAIIZ'TE QUASI PER CERTO COL VALORE DELLA PRO=
BABILITA' p ; LA PROBABILITA'DI RAGGIUNGERE UN GRADO COMUNQUE STRETTO DI
APPROSSINMAZIONE CRESCE TZNDENDO ALLA CERTEZZA AL CRESCERE DEL NUMERO n
'DELLE PROVE .

La speranza matematica e lo scostamento quadratico medio della fre=

e
quenza f  sono infatti £ =D e S, =)/ p/n ; la prova-

n
bilitd che sia /“;a-w "
l Fe N = [ — . O
’fn-pfﬁh(_n—h\/n b ey
1 ~ Pq
poniarto e =h & , da cui e (-Miﬂgz - - :
n 2 e 2
h ne
3 ! : 2
la probabilitd che sia = S0 Y e risulta f;_pq/ne .

La probabilita di un errore (di uno scarto fra probabilitd e frequen=
za) maggiore di yn errore € assegrato diventa piccolissima quando n
¢ molto grande, diviene anzi piccola olire ogni limite, come appare dalla

forrmla precedente avendovisi n  al derominatore. E cid avviene senpre,

cormnque piccolo si sia prefissato l'errore e.

55 = STABILITA'STATISTICA .

Per solo "effetto del ca=o" si}.ha dunque, nel problema ora trattato
delle prove ripetute con probabilitd costanti e indipendenti (schema di
BERNOULLI) una regolaritd quasi certa e quasi assoluta: se le prove si ri=

petopo in gran nunero la frequenza si pud prevedere pressoch® sicuramente

e pressoch® esattamente. Se si fanno diversa serie, tutte numerose, di pro=

RS-
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ve, la frequenza varia quindi zcco dn terie a serie, e presenta ciod una
stabilitdy che, a chi non.conoscesse questi risultati,potrebbe apparire
sorprendente. Una regolaritd sinile presentano certi rapporti statistici,

e 1'ARBUTHNOT, che per priiuo ha richiamato l'attenzione sulla stabilita del
rapporto di mascolinit2 dei nati, credette infatti di poterne ricavare

"un argonento a favore della Divina Provvidenza" , asserendo che una costans=
za cosi singolare non pud ragionevolmente attribuirsi "al caso" . NICOLA 4
BERNOULLI (nipote di GIACOMO BERNOULLI (I654-1705) , scopritore del celebre
teorera, e che pud considerarsi il fondatored el calcols delle probabilita)
rilevd che quella regolaritd non era affatto eccezionale in confronto a
quella del problema precedente in cui gli scarti sono dovuti puramente "al
caso" ; la trattazione precedente mostra anzi che, quando la probabilita
che uno qualunque dei mascituri nasca naschic si ritenga uguale per tutti e
indipendente dal sesso degli altri, una regolaritd come quella si pud pte=
vedere a priori quasi con sicurezza.

Occorrono perd queste condi. .:.l: ~2ie la probabilitd non vari da pro=
va @ prova, e la probabilitd di una prova non sia influenzata dall'esito
delle altre. E queste condizioni, facili a raggiungersi nei casi schematici
e artificiosi dei giochi, sono ben lungi dall'apparirci verosinili nella
massima parte dei probleni statisici, Il rapporto di mascolinitd dei nati,
gid accennato, @& uno dei pochissimi casi in cui quelle ipotesi serbrino plau=
sibili. Ma consideriamo invece ad es. la probhbilitad di morte, sia pure
per individui tutti di una stessa eth, Essa varia, come tutti giundichereb=
bero,da individuo a individuo, da anno ad anno, e si avrebbe anche sicura=
mente una cerha interdipende-za, perch® ~d es. la morte di un individuo in

seguito a una nalattia infettiva accrescera la probabilitd di notire per
gli indkvidui che gli stanno vicini.

Tutte queste circostanze influiranno sulla regolaritd che ci interessa
e potranno accrescerla o, pil ordinariamente, diminuirla. Gli scheni che
esamineremo nel prossimo n, daranno un'idea di come cid possa avvenire. Per
dire se la stabilitd & maggiore o minore di quella che si dovrebbe avere
nel caso di BERNOULLI, o, il che fa lo stesso, per dire se la dispersione
(variabilitd) delle frequenze % nminore o naggiore, si suole misurare que=
st'ultina nmediante lo scostamento quadratico medio. Si faccia un certo nus=
rero n di serie di prove - tut%e i n  prove ciascuna, per sempli=

citd - e siano f1 K f2 g e fn le rispettive frequenze, ed
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Ji ¥
f = E'(fl + f2 + e ¥ fm) la frequenza ccouzlessiva. Le scostanento quag
dratico redio osservato &
[ e Sk -
% Fiid . 2 . 2 . 2
% Soct SRE fo=p A (f - H
G \/ = ((il + ( 5 ) P + \fm £)7) ;

quello teorico per il-caso L. BERNOULLI con probabilitd P = £ sarrebbe

L afie-n
o \/_ Sl

=
il rapportoc Q= " (coefficient: di dispersicae (LEXIS)) sard

~-

prossimo ad¢ 1 se la dispersione & phruale (prossina a quella del caso
di BERNOULLI), sard maggiore ce la dispersione & riaggiore ossia se la sta=

bilitd & minore (dispersione inernorv:’

o supernormale) , minore infine se

[16]

la dispersione & minore ossia se la stabilitd raggiore (dispersione ipg=

pormale o subnornale)

56 = SCHEMI DI POISSCN E LEYIS . DTFLUENZA DELL' INTERDIPENDENZA .

Abbialio accennato che la probabilitd di rierte (sia pure fra i soli in=
dividui di una data etd) varia da individio a individuo e di anno in anno,
e che per di pil nermeno ls coac.zione ¢~'1'indipendenza & accettabile. Ves
diamo separatamente 1'influevza delle tre cruse d'eriore ora dette, che
inpediscono di prevedere 1l coumportanecfo voluto dallo schema di BEROULLI.
e cominciario coll'esaninare il caso in cui le rrove sono indipendenti,na le
probabilitd sono diverse da >rova o drova dz.la siessa serie, o dz2ll'una-
all'altra serie di prove.

Siano diverse le prodabiliti delle diverse prove di una s:essa serie,
ma gli eventi corrispendenti di tutte le seric ahbiano la medesima probabi=
1itd. Cid significa che in ogni serie avrero, per le n prove che la co=

stituiscono, semnpre le stesse n  proba:ilitd pl s P Sk pn , diver=

2 ?
se l'una dall'altra. E' questo il caso di POISSON, e corrisponde, schenatiz=
zandolo, al caso in cui la probabilitd di rorte (che censideriano senpre
per individui di una stessu otd) non abuia una tendenza a varicre da un an=
no all'altro, ma sia diversa da gruppo a gruppe di individui (ad es. a se=
conda della condizione sociale, rrofessione, cce.) in un popolazione sta=
zionaria, o dove anche tale distribuzione in groppi risultasse stazionaria.
Calcolando lo scostamento gquadraticzo uedio, 3% troverebbe che in tal caso
risulta pilh viccolo che nel zza0 6i ATIUCILLI, e la dispersione & dunque

subnornale . Tale diversit® :niro osmi.sin: la sozie la dunque una tendons

za a favbrire ed ascenius o i osabilita,



[image: image85.jpg]Tendenza opposta ha il caso inverso, in cui la probabilitd varka dal=
1l'una all'altra serie di prove, nentre in ogni serie la probabilitd & co=
stante. E' questo il caso di LEXIS, che corrisponde, schematicamente, al
caso di una popolazion@ stazionaria in cui la probabilitd di morte var?

di anno in anno, ma sia uguale, in uno stesso anno, per tutti gli individui.
La dispersione © in tal ca$o guvernornale y cd & questo il caso in pratica
»it frequente,

Quanto all'interdipendenza fra l'esito delle varie prove, possiaro di=
re in gencrale che essa toende a favorire od avtenuare la regolaritd a secon=
da che l'esito favorevolc delle prine prove tonde ad accrescerc o diminui=

re la probabilitd che siz frvorovele l'esifo Jelle altro. .

57 = DISTRIBUZIONE LIMITE LIBGLI SCARTI . I15GS DI GAUSS .
Pur non potendo entrare in dettagli o sia pure abbordarne la trattazio=

ne nmateinatica, sard utile un cenno ulteriorc sul comportamentod egli scar=

ti su un gran nunero di prove, che csporrero riferendoci al caso di BERNOUL=

LI . Sia p» 1la probabilita costantc di ogni prova, c sia fn la fre=

quenza su n prove; lo differenza ° -p & un numero alecatorio il cui
c'~ __‘-.—‘
valore quadratico radio 6‘ . pqh tende a zerwds al crescere
& .
di n ., Se dividiamo lo scarto della frequenzy per & , otteniamo
n
. G fn - D . : 5 S .
lo gearto ridotto Qn b s il cui valorec quadratico nedio si

n
mantienc scipre =1 , o studiandone la logge ¢i probabilitd per i diversi

valore di n si -ha nodo di neglic anzlizzarc la forua della distribu=
zione (perci® sono gli scarti ridotti chic fono naragonakili)' .

Ebbene: per n  mnolto grande, 1. probzbilitd che lo secarte ridotto .
risulti compreso fra duec liniti assegnati o' ed o ¢ data appros=
simativanente dall'area della curva degli orrori (di  GAUSS) (v. Fig. 20 )
coilpresa fra i valori x = ¢! ed X =¢e" dell'ascissa. E 1'approssi=
mazione eresce oltre ogni lirite 2l ecrescerc di  n . (Analiticamente,
talc probabilitd sarebbe data (cfr. n.l7 ) dall'integralc della funzione

e
di GAUSS fra e' ed o" , c ciod 4da 4 v‘;“"_;‘;ixzdx Yoiia
Un nunero aleatorio la cui probabilitd & data -~ ncl modo spicgato - dall'a=

rea della curva di GAUSS si dice che scguce la iogge porralg ; si ha cosi

)

unc soripio di numero aleatorio capacc di asswicre uno qualunque di infini=

"

ti valori, come accennaviio -1 n, 5I ,



[image: image86.jpg]Coric mostra l'esperionza, gli crrori d'ossecrvaziore (errori accidenta=
1li) che si cormcttono s opre ¢ seguendo nisurazioni, secguono la legge norna=
1a, Cid & giustificamnto tcoricariente cal fatto cho, se un  errorc acgis

n
dontale si considera conog la sormiz di un nw.cro grandissinoVdi crrorf ele
sentari piccolossimi{ ¢ $ndipendenti, si pud dimostrare che la sua legge di
probabilith si avvieina, tanto pil quantc »id ¢ grande n , alla legge
nornale. Come nel ceso proecedente, ove i'errore sulla frequenza ¢ la rie
sultante delle irregolaritda provenienti da un gran nwero di prove.

Il ragionancentc che periictte tale conclusione & troppo clevato Pia pu=
re per accennarlo ; signo in grado invece d4i farci un'idea del ragionanento
che pernette di congluderc che, se la soriin 21 un gran nunero 4di errori cle=
ontari deve averc una logge di probabildti di un deterninato tipo, tale ti=
po non pud osscre che guellc dclla logge nornalc. Se infatti X o Y  so=
-0 cntrambi soriie di un gran nwiero di crrori indinendenti, lo & puro 1la
loro sorma 2 =X+Y § X,Y o 2 dcvono avere lo stesso tipo di
logge di probabilitd, la (coue si @inostra) soltanto se il tipo di tale
legge: di probabilitd & quello della 1o -~. norale avviene cho la soina

abbia ancora una legge di probabilitd dello scsso tipo.
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LVVERTENZA = Doveva soguire un'ippendice d'indolc pratica (calcolo nurieriw=
co di indici, conplouonti vari) , 1o talo partc del corso non

fu poi potuta svolgerc. Cid spieghi qualche accenno nol tosto
a trattazioni che avrobbero dovute trovarsi in scguite, ¢ in=
vego rancano,

Inventario .





