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Calcolo delle probabilita. — Sulle funzioni a incremento alea-
torio. Nota © di B. pe FiNeTTI, presentata dal Socio G. CASTEL-
NUOVO.

1. Sia X una grandezza variabile in funzione di un parametro A, che
potrd essere il tempo, come nel seguito intenderemo per fissare le idee.

Supponiamo che X sia soggetta nel tempo a variazioni accidentali, che,
in altre parole, la legge secondo cui varia non sia una legge rigorosamente
esatta, di modo che essa, noto il valore di X nell’istante iniziale A = o ,
non permetta di determinare il valore di X in un generico istante A suc-
cessivo (A>>0), ma soltanto la probabilitd che esso cada fra certi deter-
minati limiti.

Diremo allora che X ¢ una funzione di A a incremento aleatorio.

Se si ha un orologio esatto, che nell’istante A = o segna il tempo
t =0, nell'istante generico A segneri il tempo #(A) = A; in pratica perd

(1) Pervenuta all’Accademia il 17 luglio 1929.
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Pesattezza ha sempre un senso alquanto approssiniativo, e l'errore X(A) =
= #(A) — A sard una funzione in generale non nulla di A. Se ogni giorno
Porologio avanzasse (o ritardasse) di una stessa frazione e, sarebbe natu-
ralmente X = e\, ma non & questo il caso che ci pud interessare, perche
‘non vi sarebbe nulla di aleatorio. Tenendo conto perd che nessun orologio
potrd marciare con ritmo perfettamente costante, tanto da eliminare ogni
possibilita di scarti accidentali comunque piccoli, una simile relazione lineare
non potrd rigorosamente sussistere: la conclusione che fin d’ora si pre-
senta come presumibile & che 'errore X() sard la somma di un termine
lineare e\ (valore probabile) e di uno scarto accidentale, il cui ordine di
grandezza crescera al crescere di A. E questo un esempio, Iesempio pil
elementare possibile, come vedremo, di problema del tipo generale che
abbiamo considerato.
Possizmo distinguere infatti tre casi fondamentalmente diversi di leggi

di probabilitd per le funzioni a incremento aleatorio; la distinzione ¢ altret-
tanto essenziale e profonda dal punto di vista filosofico e concettuale che
dal punto di vista matematico e algoritmico. Supponiamo di conoscere iva-
lori effettivamente assunti dalla variabile X(X) fino a un certo istante Ao
(e ciot per A = 1,); detto allora A un istante successivo (A >>2o) la differenza
X(A) — X(Ao) rappresenta I'incremento A che la X dovra subire nell’inter-
vallo di tempo da A, a A, incremento che & incognito, ma del quale am-
mettiamo di sapere con quale probabilitd possa cadere fra certi determinati
limiti, ossia, piti brevemente, del quale ammettiamo di conoscere la legge
di probabilita ®(E)®. Diremo allora che la X(A) ¢ una funzione di N con

1) incremento aleatorio a legge nota,

23 incremenlo aleatorio a legge differenziale,.

3) incremento aleatorio a legge inlegrale,
a seconda che la legge di probabilits dell’incremento A che essa subira da ho a X

1) ¢ indipendente dal comporiamento (noto o supposto noto) di X nel-
Pintervallo precedente X, , ~

2) ne dipende solo in quanto dipende dal valore di X(do),

3) dipende non solo dal valore di X mnell’istante A, , ma anche dal com-
portamento precedente. '

Nell’esempio gid accennato, la probabilitd di un certo scarto acciden-

tale sard a ritenersi indipendente dagli scarti accidentali eventualmente os-
servati in precedenza, e si ha quindi una funzione con incremento aleatorio
a legge nota. Anzi, per di pit, a legge fissa (o costanie), in quanto la pro-

(1) ®(E) rappresenta la probabilitd che sia A <& (pit meta della probabilitd che sia
esattamente A = £, nel caso che tale probabilitd sia finita). ®(§) ¢ funzione reale non
decrescente, tende a 0 e 1 rispettivamente per & — + 0o e § — — 00, & discontinua nei
punti cui si riferisce la precedente osservazione, e che costituiscono, al pil, un aggregato
numerabile. Per la ®, detta anche fungione di ripariizione, e per la funzione caratterislica,
di cui pure faremo uso, si vedano i Trattati del CasTeELNUOVO e del LEvy.
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babilita di un medesimo scarto accidentale sard a ritenersi uguale in inter-
valli di tempo uguali (la legge di probabilitd dell’incremento A fra A, € A
non solo dipende unicamente da A, e A, ma dipende soltanto dalla diffe-
renza A —2,). Consideriamo invece un sistema materiale a un sol grado
di liberta, che, avuto un certo impulso iniziale, persegue nel moto per forza
d’inerzia dissipando ed esaurendo gradualmente la forza viva per gli attriti.
Se con X(A) denotiamo la forza viva all’istante A, & naturale che, quando
si tenga conto delle variazioni accidentali, la X si dovrd considerare sog-
getta a incremento aleatorio a legge differenziale, perche la legge probabile di
decrescenza di X da un certo istante A, in poi dipende ovviamente e sol-
tanto dal valorée X(A,) della forza viva nell’istante A, (*\.

Se poi si tratta di dissipazione d’energia elastica, dovendosi tener conto
anche dei fenomeni ereditari, la X(A) ha incremento aleatorio a legge integrale,
perche il modo di esaurirsi di X dopo listante A, avra un comportamento
probabile dipendente non solo dall’energia X(Ao) nell’istarite A, , ma da tutto
il comportamento di X precedentemente.allistante A, .

Per chiarire ancora il significato dei tre diversi casi, esserviamo che -
a prescindere dalla parte aleatoria della variazione, oppure considerando, in
luogo delle variazioni aleatorie, delle vatiazioni necessarie - essi si riducono,
oppure sono analoghi, al caso di una variabile ordinaria X la cui derivata X”
dipenda rispettivamente

1) soltanto dall’istante A: X' = f(}),
2) soltanto dall’istante A e dalla stessa X: X' = f(d,X),
3) dal comportamento della X fino all’istante A.

La classificazione & quindi analoga a quella data da Vortkrra (Fonctions
de lignes) per le leggi fisiche ordinarie.

2. Vediamo ora di dare al problema un’impostazione matematica.

Per riuscire a tale scopo, dovremo anzitutto trovare il modo di ca-
ratterizzare Iazione istantanea dei fattori aleatori: introdurre cio¢ un’ope-
razione analoga a quella ordinaria di derivazione, che permette appunto di
esprimere il comportamento istantaneo di una variabile sotto I’azione di
cause che producono effetti rigorosamente determinabili. E questo anzi
Punico punto concettualmente nuovo da affrontare, e quindi il pil inte-
ressante. :

Potrebbe a prima vista sembrare che I'azione istantanea dei fattori
aleatori che hanno influenza sullincremento di X, potessero essere indivi-
duati assegnando la legge di probabilitd della derivata di X, ma gli incre-
menti aleatori non tendorto, in generale, a crescere linearmente intorno a
un dato istante, tanto che una variabile X soggetta a variazioni acciden-

(1) Poich¢ X tende a zero per » =00, X(2) — X(},) tende a — X(%,) per A —>00,
ed & quindi assurdo matematicamente, oltre che fisicamente, supporre X funzione aleatoria
a legge nota.
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tali, non pud avere in generale le derivate superiore e inferiore comprese
fra limiti assegnati, comunque larghi. Dovremo battere quindi una via to-
talmente diversa, meglio aderente al significato concettuale della questione.

Non si perde nulla in generaliti se, evitando inutili complicazioni di
scrittura, ci si propone di studiare il comportamento di una funzione a in-
cremento aleatorio X(A) per valori piccoli di A, e sotto Pipotesi che il
valore iniziale sia nullo: X(A) = o per A= o0. Basta infatti eseguire un
cambiamento nell’origine dei tempi e tener conto di tutti i fatti noti da cui
la legge delle variazioni accidentali dipende,. perche la funzione a incremento
aleatorio X(A) — X(Ao) dal caso piti generale si riduca al caso considerato.

Indichiamo con ®;(E) ¢ ¢y(t) = / ¢"% 4D, (E) (0 rispettivamente la fun-
zione di ripartizione e la funzione caratteristica della variabile casuale X\,
e cerchiamo di caratterizzare il loro comportamento asintotico per A—o0.
Cercheremo a tal uopo precisamente di individuare, ove esista, una legge
fissa di variazioni accidentali, che, per A sufficientemente piccolo, differisca
quanto poco si vuole dalla legge relativa alla X .

Consideriamo la legge di probability la cui funzione caratteristica &

I , . o .
[$n(D]", ove X = —: essa & generata sommando # incrementi indipendenti
n

soggetti alla stessa legge di probabiliti dell’incremento all’istante A — ;Il— . Se,

facendo tendere 7 all’infinito, avremo una legge limite, ben a ragione la
potremo dire legge derivata della legge relativa a X(A), per A = 0. Ana-

logamente infatti si ha lim nf (ﬁ) == f’(0) per una funzione ordinaria tale
n=0Q00

che f(0) = 0, ossia, la somma di # incrementi uguali a quello subito da

' . r . . .

f fino all’lstanteﬁ, ¢, al limite, la derivata di f.

Possiamo scrivere

ql;(t) = lim [ ) (t)]" _ {e% log %ft)] :
- A =0

n=Q0

se X & funzione a incremento aleatorio a legge nota, porremo poi, e sari
evidente il significato sia del simbolo che del concetto:

— ik

’ 2 log ¢3.(9) , R I mI — e ’
¢l<t) = ¢ » ’ ).(E) - 1(0) 2_7% f it q’l(t)dt ’
‘ —

€ avremo

A ’
log (1) = f log $(1)dA.
(1) Integrale di StieLtjEG.
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In particolare per una legge fissa (¢(t) indipendente da A
log g () = Alog ¢'(2) .

Il problema piti generale che abbiamo considerato xiell’intro'duzione consiste
allora' nell’integrare la legge di probabiliti ®@,(§), nota ®,(%) in funzione
del comportamento di X precedente a A. Nel caso di un incremento alea-
torio a legge nota, il problema & senz’altro risolto dalle formole precedenti.

Rimarrebbe a esaminare se, ed eventualmente sotto quali ipotesi, la
legge derivata esiste; del problema mi occuperd in una Nota successiva,
ma ritengo di poter affermare fin d’ora che la legge derivata esiste sempre;:
se, come abbiamo supposto, log§,(#) ¢ derivabile rispetto a A.

3. Per chiarire il concetto della legge derivata sard utile approfondire
alquanto lo studio delle funzioni aleatorie- a legge fissa, su cui la defini-
zione essenzialmente si basa. In tal caso, abbiamo visto, &

log da(t) = Mlog ¢/ (1) .

Una conseguenza facilissima e interessante ¢ la seguente: se la legge
di probabilits ®\(8§) ha valor medio e valore quadratico medio- finiti (almeno
per uno, e quindi per tutti, i valori di A), il valor medio di X (X) cresce pro-
porzionalmente a N e lo scarto quadratico medio dalla - media proporzional-
mente a }/)T.

Detti infatti m e o il valor medio e lo scossamento quadratico medio
dalla media, ¢

2
log ¢(t) = imt -——%—t2 + termini d’ordine superiore,

da cui, indicando my, , o), il valor medio e lo scostamento quadratico medio
dalla media di X(A), si ha tosto

4 2 2 .
. c . G : =
A(zm,t ——?‘t’-) = it — —th’ s My =MNn;, , 0Oy = }/)\ G: .

Piti in generale: uno qualunque dei semi-invarianti di THIELE®, (e ¢
finito per almeno uno, e quindi per tutti, i valori di \), cresce proporzional-

mente a \.

Un esempio particolarmente interessante si ha ponendo

v =im—"1
che da At
Pa(t) = inmt —--—;’— 12

(1) Ciot i coefficienti dello sviluppg di log ¢ in seri¢ di TavLOR,
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dopo un tempo A, X segue la legee normale con valor medio Am e sco-
stamento quadratico medio dalla media YAs .

Dimostriamo- che una variabile X soggetta nel tenipo a scarti acci-
dentali dipendenti dall’azione di fattori che determinano una legge normale
fissa, non pud in generale avere finite in nessun punto le ordinarie deri-
vate superiore ¢ inferiore . Supponiamo infatti che per A<Ce si abbia

| X(A) —mh | << Ma:

tale ipotesi ha sempre probabilitd nulla, comunque grande si fissi il nu-
mero M. B
Infatti il valor medio di {X(A) — m2}? & 6% = Ao?; la probabilitd che sia

| X() — mr | < Ma = Moryy

G
e
I %Vi 1, 2M
ET T
- N

e tende a zero con A, qualunque sia M. La probabilitt che la relazione

2M
sussista per ogni A<Ze & minore di —*‘Gﬁ—- /A, qualunque sia A, e quindi
T

¢ nulla. ‘

4. Benché questi cenni siano di proposito estremamente sommari,
spero possano dare un’idea abbastanza chiara della teoria delle funzioni
a incremento aleatorio che su tali basi si potrebbe fondare e sviluppare
ampiamente. E non sfuggiri Pinteresse pratico di un tale ordine d’idee,
ora che nelle leggi fisiche si tende sempre piti a vedere soltanto Pespres-
sione di una regolaritd statistica.

.

(1) L'enunciato non & rigorosamente corretto; riprenderd questo punto in una Nota
in preparazione.
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