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RELAZIONE

letta dal socio G. CASTELNUOVO relatore, a nome anche del socio T. LEVI-
O1viTa, sulla Memoria del Dott. B DE FINETTI dal titolo: Funzione ca-
ratteristica di un fenomeno aleatorio.

Nel Calcolo delle probabilith suceede spesso di dover considerare un evento
che pud esser sottoposto a un numero illimitato di prove ed ha la stessa pro-
babilitd a priori di verificarsi in ciascuna prova; pud darsi anzi che sia co-
stante la probabilitd @ priori che l’evento si presenti un numero prestabilito di
volte in n prove, qualunque sia l’ordine in cui le prove favorevoli si seguono.
Non si esclude perd che l'esito di una prova possa influire sulle successive, in
guisa che le probabilita a priori debbano modificarsi quando si CONOSCano nuove
circostanze accompagnanti 1’evento. A siffatti eventi, che il De Finetti chiama
fenomenti aleatori, & dedicata la maggior parte della Memoria sulla quale qui
riferiamo.

L’ Autore, definita in modo opportuno la funzione caratteristica di un feno-
meno aleatorio, dimostra come il fenomeno venga completamente individuato,
sia pure in modo astratto, dalla conoscenza di quella funzione. Egli ne profitta
per estendere alla classe dei fenomeni aleatori proprietd che valgono per lo
schema di Bernoulli, il quale costituisce un caso particolarissimo della classe
suddetta.

La definizione sopra riportata di fenomeni aleatori lascia apparire il legame
che lo studio di essi ha colla teoria delle probabilitd a posteriori e delle pro-
babilitd delle ipotesi. Il De Finetti ne profitta per precisare qualche punto di
queste teorie, ove una maggiore determinazione & possibile.

L’interesse dell’argomento trattato ed i metodi elevati di Analisi coi quali
la ricerca & condotta ci inducono a pfoporre che il lavoro del De Finetti sia
inserito tra le Memorie accademiche.
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APPENDICE. — Teorema d’esistenza per la legge limite.

§ 1. — Argomento.

Il caso pih generale cui si riferiscono le presenti ricerche & quello delle
classi d’eventi equivalenti che sara trattato nel Cap. 1V; il problema pratica-
mente pit significativo che vi rientra ¢ quello dei fenemeni aleatori, e forma
I’argomento dei primi tre eapitoli ().

(!) Tale problema fu oggetto d’una comunicazione dell’A. al Congresso Internazionale dei
Matematici, Bologna 1928, Sez. IV-A, che pud considerarsi un riassunto dei Cap. I-11Idella pre-
sente memoria. Un riassunto brevissimo ed elementare vedasi in « Boll. dell’U. M. I. », 1929, N. 2.
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Daremo nel primo la definizione precisa dei fenomeni aleatori, stabilendone
varie proprietd anche concettualmente interessanti, e dimostrando come ogni
fenomeno aleatorio si posss completamente individuare mediante la sua fanzione
caratteristica (‘). Nel secondo si studieranno quelle operazioni sulle funzioni
caratteristiche che traducono analiticamente dei problemi di caleolo delle pro-
babilitd sui fenomeni aleatori. Nel terzo si applicheranno i metodi di calcolo
cosl introdotti allo studio di due argomenti importanti del calcolo delle proba-
bilitd: le probabilitd a posteriori e le probabilita delle ipotesi.

Il quarto capitolo mostrerd quali siano le condizioni caratteristiche delle
classi d’eventi in cui — anche all’infuori del caso che siano prove di un mede-
simo fenomeno aleatorio — i metodi precedentemente studiati risultano appli-
cabili, e c¢i condurrd a trattare anche un problema nuovo.

Seguira in Appendice la dimostrazione di un teorema che occorre nel testo
come lemma, ma ha notevole importanza anche di per s e nella teoria delle
variabili casuali. Esso assicura Vesistenza di una legge limite di probabilitd
quando la funzione ocaratteristica tende uniformemente a una funzione limite,
e viene a colmare una lacuna nella teoria delle funzioni caratteristiche.

CAPITOLO PRIMO

I fenomeni aleatori.

§ 2. — Definizione di fenomeno aleatorio.

Un fenomeno di cui si pud fare (0 quanto meno si pud concepire) un nu-
mero qualunque di prove lo diremo fenomeno aleatorio quando Vordine in cui
le prove favorevoli e sfavorevoli si alternano sia da attribuirsi al caso (°). Si esige

ciod che (quali si siano n, h) le (;z) successioni di n prove di cui i favorevoli,

successioni che differiscono tra loro solo per Vordine, abbiano tutte uguale pro-
babilitd. Questa, in termini precisi, la proprietad caratteristica di quelli che abbia-
mo convenuto di definire fenomeni aleatori.

Sara bene vedere con qualche esempio la portata di tale restrizione, e avere
cosl un’idea chiara del campo di questa ricerca. Se si ha una moneta o un
dado, e lo si lancia sempre allo stesso modo, non ci sard nessun motivo di
indole causale, nemmeno se della perfezione del pezzo non siamo sicuri, che
possa influire sull’ordine in cui si alternano le prove favorevoli e sfavorevoli :
Pordine sard dovuto al caso, e si ha quindi un fenomeno aleatorio secondo la
data definizione. Lo stesso si dica per il problema della roulette, per le estra-
zioni da un’urna scelta a sorte in una collezione nota, e tutti i casi consimili.

(') Per il metodo della funzione caratteristica si vedano p. es. i trattati del L&vy e del
CASTELNUOVO. '

(?) E forse preferibile lasciare alla locuzione « fenomeno aleatorio» un significato affatto
generico, e dire «fenomeni aleatori a prove equivalenti» quelli che qui consideriamo (per la
ragione della nuova denominazione che propougo vedasi il Cap. IV). Nel presente lavoro, de-
dicato esclusivamente ai fenomeni aleatori « a prove equivalenti », tale specificazione pud essere
ad ogni modo sottintesa senza pericolo d’ambiguitd.
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Se invece si considera una successione di tiri al bersaglio di uno stesso
tiratore, o la successione delle giornate piovose e non piovose, o delle giornate
in cui il signore di rimpetto si rade la barba, tale condizione non si potra
ragionevolmente ritenere verificata, perché nel primo caso si pud prevedere
dapprima un progressivo addestramento del tiratore, e poi il sopravvenire della
stanchezza, ci0 che rende probabile un addensamento delle prove favorevoli nel
periodo di forma migliore, perch® i giorni piovosi saranno riuniti in periodi di
piovosita pid o meno lunghi, senza parlare poi della periodicita stagionale, e
perch® il signore di rimpetto si radera sempre a intervalli pilt o meno regolari.

Per decidere, in pratica, se un certo fenomeno si possa considerare feno-
meno aleatorio, oppure no, basta pensare se un’eventuale regolaritd o altra
particolaritd riscontrata nell’ordine della successione si attribuirebbe al caso
(e allora si ha un fenomeno aleatorio) o si potrebbe ritenere dovuta a qualche
circostanza connessa al fenomeno, in modo da far pensare che anche in un’altra
uguale serie di prove sia probabile si rinnovi.

§ 3. — Sul coneetto di fenomeno aleatorio.

Sard opportuno insistere ancora sul concetto di fenomeno aleatorio, sia per
giustificare la denominazione, che a taluno sembrerd troppo limitata, che per
evitare possibili equivoei sul significato delle ricerche che seguiranno. \

- Il caso pitr semplice di fenomeno aleatorio & quello ben noto per cui in
ogni prova si abbia una stessa probabilitd p, indipendentemente dall’esito delle
altre prove (V. § 13). All’infuori di questo caso la probabilitd varia in seguito
alla conoscenza dell’esito delle diverse prove che mano mano successivamente
si acquisisce, ma varia in un senso ben diverso da quello preso in considera-
zione, ad es., nello schema di POISSON.

Una successione di eventi, per essere prove di un medesimo fenomeno alea-
torio secondo la definizione usata, deve avvenire sempre nelle identiche condi-
zioni; cambiandosi le condizioni in cui si verificano, dovranno considerarsi prove
di fenomeni diversi. Se sappiamo, ad esempio, che una successione di estra-
zioni si fa alternativamente da due urne diverse, le estrazioni di posto dispari
(essendo fatte dalla prima nrna) sono prove di un fenomeno, le altre (dalla se-
conda) di un fenomeno distinto.

Il fatto che le condizioni debbano rimanere invariate non impedisce che
varii la probabilitd: essa varierd, in generale, nel modo che vedremo nel Cap.
terzo. Ma varierda non percheé il fatto che alcune prove si siano verificate e
altre no influisca sulla possibilitd che altre prove si abbiano a verificare, ma
perchd la conoscenza dell’esito di alcune prove ci permette di- apprezzare me-
glio le condizioni in cui, fino dal prineipio, il fenomeno si svolge. Se inizial-
mente siamo indecisi fra diverse ipotesi, in seguito alla conoscenza dell’esito di
aleune prove ci appariranno pitt probabili quelle maggiormente in accordo colla
frequenza osservata, e per effetto di cid anche la probabilitd dovra subire qual-
che variazione.

Il primo teorema che enunceremo nel prossimo § dimostra che le condi-
zioni prese a definire i fenomeni aleatori conducono a considerare i problemi
di probabilitd discussi abbastanza ampiamente dal LEVY (op. ¢it,, Ch. V. n. 34),
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e trattati ad esempio dal BERTRAND nel Cap. sulle probabilitd a posteriori (Cal-
cul des Probabilités, Ch. VII; specialmente i nn. 121, 122, 136).

Il modo di concepire tali problemi & perd, nei citati Autori e in tutti gli
altri molti che se ne occuparono, completamente diverso dal nostro. Sara bene
richiamarlo per evitare possibili equivoci e per lumeggiare le ragioni per cui
ci sembra necessario partire da un’impostazione radicalmente diversa.

Quelli che abbiamo definito col nome di « fenomeni aleatori » sono i feno-
meni Je cui prove sarebbero, nell’ordinaria terminologia, indipendenti e con pro-
babilita costante ma incognita. Ora, il parlare di probabilita incognite @, se-
condo la concezione soggettiva della probabilita (*)y cosa priva di senso, e in
ogni caso oscura e capziosa. Parlare di prove indipendenti, nel caso che e¢i in-
teressa, & per lo meno improprio, dato che in seguito all’esito delle prove pre-
cedenti la probabilitd delle prove successive si modifica. Secondo la concezione
soggettiva & senz’altro erroneo (*). Occorre poi considerare la probabilitad che la
probabilita supposta costante ma incognita p assuma questo o quel valore, o,
in altre parole, la « legge di probabilitd » di p, e non si vede quale contenuto
positivo potrebbe avere tale frase (°).

Ad ogni modo, dall’'uso che si fa ordinariamente della nozione, non certo
troppo chiara e felice, di fenomeno « a prove indipendenti e con probabilita
costante ma ‘incognita » risulta che da essa si ritiene di poter dedurre che, se
sappiamo che sono state fatte n prove e m di esse sono risultate favorevoli,
tutti i modi possibili in cui le prove favorevoli e sfavorevoli si possono alter-
nare fra loro ci appaiono ugualmente probabili. Si deduce cioe la proprietd che
definisce i nostri « fenomeni aleatori », e ciod una proprietd perfettamente sen-
sata e significativa.

Inversamente, il Teor. I che enunceremo nel prossimo § o, meglio, la [20]
del*§ 10, mostrano che, ammesso la solita concezione abbia senso, un fenomeno
aleatorio & per l'appunto un fenomeno « a prove indipendenti con probabilitd
costante ma incognita p », ove la @ si interpreti come «legge di probabilita
(fanzione di ripartizione) della probabilitd incognita p » (‘). Cid che costituisce
la giustificazione formale, ma solamente formale, della solita impostazione, che
rimane sempre, concettualmente, per lo meno discutibile.

(') Per un’esposizione completa della mia concezione della probabilitd si veda il lavoro
« Probabilismo. Saggio oritico sulla teoria delle probabilita e sul valore della scienza», che sara
pubblicato nella rivista filosofica « Logos ». Un breve riassunto vedasi in « Boll, U. M. I.»,
dicembre 1930. I fondamenti matematioci della teoria delle probabilitd secondo tale punto di
vista saranno sviluppati in altri lavori di cui aleuni in preparazione. Una breve nota sull’ar-
gomento v. in Rend. Lincei, novembre 1930.

Il n. 22 del citato Probabilismo ® interamente dedicato all’esame oritico della nostra de-
finjzione di «fenomeno aleatorio» e di quella usuale di « fenomeno a prove indipendenti con
probabilitd costante ma incognita ».

(*) Bi potrebbe perd introdurre il concetto di «indipendensa subordinata », che traduce in
forma precisa 1’idea male espressa dalla locuzione criticata. Me ne occuperd in altro lavoro.

(°) All’infaori dei oasi in cuni si conosca a priori nna olasse di eventi subordinatamente
a oiascuno dei quali il fenomeno abbia prove indipendenti con probabilita costante e nota p.
Come ad esempio per le estrazioni da un’urna scelta a caso in una collezione nota.

(*) Cfr. Vultimo ocapoverso del § 10.

— 271 —




— 90 —

§ 4. — Riassunto dei risultati.

Se di un certo fenomeno aleatorio si fanno n prove, il numero di quelle
che risultano favorevoli & ovviamente una variabile casuale X, capace di as-

sumere soltanto i valori 0, 1, ..., n; se indichiamo con o} la probabilitd che
il fenomeno considerato si verifichi # volte su n prove, la variabile casuale X,
® caratterizzata dalle probabilitd o, ™, o ™, .., m ) colle quali pud assumere
i diversi valori possibili. Nel caso particblare e ben noto in cui il fenomeno

abbia una probabilitd costante p nota a priori, si sa che w(")—-(’:) Pr (1 —p)nh,

ma nel caso generale di cui ci occuplamo le co godono di un larghissimo grado
d’arbitrarieta.

Un fenomeno aleatorio ci definird dunque una successione di variabili ca-
suali X,, X,,..., Xn,... che & chiaro debbano risultare tra loro interdipendenti.
Tale interdipendenza si traduce analiticamente in una relazione differenziale
ricorrente che lega le loro funzioni caratteristiche 1, ,9,,...,Yu,... & che co-
stituisce la base di questa ricerca.

Riagsumiamo qui brevemente i nsultatl dei prossimi §§
Si dimostra che al crescere di n la funzione v, (%)Z%' w(:) e"hn" tende

oo b ih
uniformente in ogni regione finita. alla funzione intera y (t) =X, (',? W che
0 .

® quella appunto che si dird, per definizione, la « funzione caratteristica » del
fenomeno aleatorio. Nota la + si ricavano tutte le v, e di conseguenza tutte

le m(',:), e cid giustifica bene la denominazione.

et — e—iEt
it

pre, & reale, mai decrescente al crescere di £, ed uguale rispettivamente a 0 e

25 per E<<0 e £E>>1; di conseguenza esiste una variabile casuale di cui v (?)

® la funzione caratteristica, la corrispondente funzione di ripartizione &

L’integrale da — oo a -} co della funzione ¢ () esiste sem-

-+ o0
1 it — e— it
2@ =55 [ v
o0

ed ® ¢ (E)=0 per £<C0, ® (E)=—1 per E>1.
Da tali risultati scendono due teoremi importanti:
I) La probabilith che la frequenza su n prove sia contenuta entro li-
miti assegnati £, e E, tende a ®(E)— @ (E) al crescere di n;

(') Nella mia nota Sui passaggi al limite nel calcolo delle probabilitd ‘(« Rend. R. Ist. Lom-
bardo », 1930) ho dimostrato che tale locuzione & erronea: non si pud parlare della proba-
bilitd che tutte le frequenze dopo 1’n-ésima siamo comprese fra &, e £,, ma solo del limite, per
m — 0o, della probabilita che lo siano tutte le frequenze dall’n-¢sima alla (n -}- mjesima . Lo
stesso rilievo si tenga presente a proposito di analoghe espressioni usate nel seguito, comes ad
es. nei §§ 11 e 34. :
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IT) La probabilita che tutte le frequenze dopo I'n-#ma (') siano comprese

fra limiti assegnati &, e &, tende aghm‘é P E) — Elu—)—ug ® (k) al crescere di n.

Perché, data una 1 (f), possa esistere un fenomeno aleatorio di cui essa
gia funzione caratteristica occorre e basta che la corrispondente funzione di ri-
partizione @ (t) (naturalmente reale e mai decrescente) sia nulla per E<C0 e

=1 per £ > 1.
§ 5. — La relazione ricorrente fondamentale.
Tra le m‘,':) dovra sussistere la relazione
' (h) (n — h)
m n—m-+k k —k
(1] oM=""3%) of TE—=  (m<w)
" ()

m

perchd (;’c) (o,:z _—_’i) ( ) & la probabilitd che su m prove, prese tra n di cui

I favorevoli, le favorevoli siano k, quando tutte le combinazioni sono ugual-
mente probabili (‘). In particolare, per m —=n — 1:

(2] nol V=@ -k oy +E&+Do),,
e ponendo
[3] Qp (2) = Zno®™ 2t

. 0

tutte le [2] per k=0,1,...,n — 1 si riassumono nella relazione differenziale
ricorrente

(4] N Qu_1(2) =0 Qu(¢) + (1 — 2) D Qu(2).
Infatti

nQ,._l(z)_nZ cu(" ')zk“).?k("—k) 03(")5"-1-21:(79*{—1 wp k=

:%‘k(n — k) wf‘”) zk |- %kk wi")z""‘ :nfo‘_','kcog‘)’z"—{—(l — 2) %‘kkmi")zk—l_—_-
=1 Qu(2) + (1 — 2) D Qa (2).

Osserviamo che la funzione caratteristica 1, (f) non @ altro se non

5] Yn (1) = Qu (¢")
da oui
(5] Qn(2) = Yu (— i log 2)

e quindi 1a [4] — essendo Dy, (t)=/1i¢* D Q(¢*) — potrebbie scriversi me-
diante le 1p: :

(*) Cfr. ad es. CasTRLNUOVO, Op. cit.,, Vol. I, p. 15.
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(4] NYn—1 (B) =0 Pu (t) — i (6= — 1) D g (2).

Benchd le Q, non abbiano un significato immediato ‘ycome le funzioni ca-
ratteristiche, pure la forma [4] & preferibile perché si presta meglio allo svi-
luppo dei calcoli.

Derivando 1a [4] m volte si ha
(6] n D™Q, _y (2) = (0 —m) D™Q, (2) + (1 — 2) D™ +1Q, (2)

da cui interessa ricavare i valori delle derivate per 2 —1. B n D® Q.1 ()=
= (n — m) D™ Q, (1), ossia, moltiplicando per (n - m — 1) mln!:

DnQ, (1) DmQ.(1)

7] n—1 o 0
m ) m
da cui
[8] Dr ff” D _ prg,).
(fm)
Ora
m —Dmy o™ M o (m)
DmQu(z) =D %‘;.wh =0, D" =mlo,
e quindi
9] L pmg (1)—_—(” o™
m | " mj “m -
§ 6. — Tendenza al limite dei polimoni Q,.
Possiamo ora sviluppare Q, (1 4 z) nella forma
[10] Qn(l—{—z):zh "““—’TT_)"zh:g'h(h )m;;h) P
"] ‘ o It

e dimostrare che, al crescere di n, Q, (1 -+ -i—) tende uniformemente in ogni re-
gione finita alla funzione intera

T w2

[11] QU +2) = 3n o 37 .

Che Q sia funzione intera risulta dal fatto che

% |z|» o 1z|»
loP]|=0® <1 , Q@ +Z)IS21~CO;:‘)‘T!—‘£2;.T=8“-' .
(4] o *

Dimostriamo ora che, fissati z ed ¢, possiamo sempre determinare N tale
che per n > N sia sempre
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| a0 +z)—sz..(1+ ) | <e.

_(n
w2 _n \R)

|Q(1+z)—0.;( u)‘ izhm 1 %h P o | <

n
1 h
n

gz: op |2} 57— —5 T LA P
n w1 !
(n
n . h) o |z
=Sl lFT— e | T T
Ma
n
<h) n! 1
ah  Rhi(n— h)In® =l
perché
n!
w—mw =
(=per h=0,1, <per h>1,)
e quindi
(n) (n)
1 h 1 h _
lhl T | T Rt wb @
()
n h oo L n z[»
Sz gy ——p | T2 Ihlx = lhl! +
+‘o§hﬁ_u_éh(qz>(lz I)h ——-gl'l—-—(l—i_——_ﬁl)”
wit ! ~h\h n — n ’

Per determinare il massimo di questa funzione basta osservare che essa
® crescente con | z | (infatti la derivata & positiva) e quindi in una regione

finita incui |2]| < a
: z a\"
[12] IQ(1+z)—Q”(7)ge“—(l+~"~) .
Anzi risulta che la tendenza al limite & uniforme per tutte le possibili sue-

cessioni di polimoni Q,. Possiamo enunciare quindi in modo completo fissati
a ed &, si pud sempre determinare N tale che per ogni n >N sia

Q(l-—i—z)-—-—Q..(lfl—%—) <=

in tutto il cerchio |z | <<a e per qualunque funzione Q.
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B anche facile vedere che per 2 reale pousitivo Q,, (1 +—:—) tende al limite
erescendo.

§ 7. — Tendenza al limite delle4 funzioni caratteristiche.

Il risultato di maggiore interesse & quello analogo per le funzioni caratte-
ristiche. Dimostreremo infatti che

it
\p”(——t—):Qﬂ e "

n

tende a
Qh t’l
[13] () =Q(@ +—tt)—2 o —— T
Si ha infatti
o n t
" t
o ()=l - (4)
L

ove M, sia il massimo modulo della derivata di Q, sul segmento {e" 1 +

T

che & compreso, per || <7, nel cerchio di centro 1 e raggio ¢ " — 1; la

disuguaglianza vale in tutto il campo | £| <t se M, rappresenta il massimo
modulo della derivata nel cerchio predetto,
Calcoliamolo :

Dgn(l_l‘t):z"‘hh(;:) Ut)th—’:nzh(h—i‘)w;"‘)tlg—‘ ’)0,2 (l—l) l(tk-:-ll)th
P ' —_

A=t 1 n—1 n—1)! :
lDQﬂ(l_‘_t)lSzo:k( k ) ;‘k.:-]!)ltlk:n%k—k!(n(_l )k)! k a,(k)lntlks
S"Z (D(k) I”t' </nb’l|¢|

X
__:._ nle " -1
Quindi per |t <e¢ -1 @ I DA+t | <<ne <né

(purche n > 1),

1 .o
Infatti la funzione z (¢* — 1) @ crescente con z, e quindi, se n > t:

T T
n ’ n T

nle” —1 =t.—\e " —1)<t(e—1)<2-

E poi:
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[e» 1% [¢p _etl 6
nd ! <7f’—“‘2:“ X <

¢

Q..(c?)— Qa(l.+";zt—)%<ue“. f:, - ei‘ ,
e poich® ‘
| m..(l+,—§)—9<1+t>|<e'—(1+-,‘;)"
si ha
19(1+t)—£2,.(67)}<%93‘+e‘—(1+%)”
ossia |
g |v®-- w(—;—) <t (1 +) werw>a.

Ne risulta che in ogni campo finito ( | t | <<t), assegnato comunque ¢, @
possibile determinare N in modo che per ogni n >N si abbia in tutto il campo
t ¢ '
vO—v ()
aleatorio ¢ (t).

< &, qualunque sia la funzione caratteristica di fenomeno

§ 8. — Funzione caratteristica di un fenomeno aleatorio.

Abbiamo cosi dimostrato che 1y, (—-:—) tende uniformemente alla v (), che &
quella che abbiamo definita funzione caratteristica del fenomeno aleatorio.
Osserviamo che v, (;t;-) ¢ la funzione caratteristica della frequenza su n

prove ; possiamo dire: la funzione caratteristica della frequenza su n prove
tende uniformemente verso una funzione limite al crescere di n. E ricordando
che i coefficienti dello svilauppo della funzione caratteristica somo i successivi

momenti, si ha che il momento m-¢mo della frequenza su 2 prove, ossia il
(m)

valor probabile della potenza m-*ms della frequenza su n prove, tende a o'
quando n — co.

Il valor-probabile-limite della potenza m-esms della frequenza per um
numero indefinitamente crescente di prove & uguale al valore della probabilita
che m prove siano tutle fuvorevoli.

Le [11], [10], [6] provano chiaramente che la v basta a determinare com-

pletamente tutte le vy, , e quindi le w(,"'), come s’era asserito.

§ 9. — Funzione di ripartizione di un fenomeno aleatorio.

Dimostreremo in Appendice che se la funzione caratteristica di una legge
variabile di probabilitd tende uniformemente a una funzione limite, questa fun-
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zione & funzione earatteristica di una legge fissa, e la funzione di ripartizione
della‘legge variabile tende alla funzione di ripartizione della legge fissa a meno
tutt’al pid che in un insieme pumerabile di punti. Nel caso che ci interessa
vedremo inoltre che quest’eccezione non 8i presenta mai.

Indieando quindi @y () la funzione di ripartizione corrispondente a vy, (£):

O? it-'_ —ity
[15] , O (t) = 21n [ ¢ i: P (£) dt
L —00

e @ (£) la funzione di ripartizione corrispondente a v (t):

(o o] .
1 e:t _ e-igt
[16) ee=7] L= e
)
si ha che
[17] g,y =0 .

D, (n §) & 1a probabilita che la frequenza su n prove sia minore di §, pit even-
tualmente (e ciod per m & intero) la metd delle probabilitd che la frequenza
sia esattamente uguale a £. La [17] esprime quindi il Teor. I del § 4; nel cui
enunciato la precedente specificazione & sottintesa, ¢id che va tenuto presente.

§10. — Delle funzioni di ripartizione.
Dalla @ (£) si pud ricavare (') la v () :

1 1
[18] w(t):f é“5d®:e“~it/ ¢t @ (&) dt

]

¢ quindi essa: pure basta a determinare interamente tutte le v, e m;:" :

i 1
19 00t9=[ A4 rtrad=@tar ns 0L rip-r0@ a

1 1
[20] wi.”’:(}:)f E"(I-E)”"'d<1>=(;:)f (h—n &=t (1 —Er—2=10 ) ds

e con cid a caratterizzare completamente il fenomeno aleatorio.
Per dimostrare la [19] basta sviluppare (1 4 2E)" e integrare i singoli ter-

_ 1
mini ricordando’ che il momento }-4imo / E:d ® & uguale a wf,"), ¢ confrontare
o

(') Cfr. i oitati trattati nel LEvY e del CasTELNUOVO. Gli integrali in d ® sono sempre
integrali di STIELTIES,
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1
colla [10]. Si ha cosl Q,(2)= [ L —Et-+2E)"d D, e sviluppando secondo le

o

potenze di 2z si ottengono come coefficienti le espressioni delle mf,”) date dalle

[20]. Esse permettono di esprimere le mﬁl"’ ‘mediante le o):l'?) (relazione che si
poteva dedurre direttainente dalla [1] per induzione)

; (ny __ n “"".' ;- n—1 (A4 14)
[207] ©p “—(],)‘::' (=1 ( PR Ry

" Mostriamo ora che condizione necessaria e sufficente perché una funzione
2 possa essere funzione caratteristica di un fenomeno aleatorio & che la @ (§)
corrispondente (reale, mai decrescente) sin nulla per E<C0 e —1 per E>1.
Che la condizione sia necessaria scende ovviamente dal fatto che per E<0,
§>>1 si ha sempre ®,(nt) =0, P, (nE)=—1. Ma lo si pud constatare diretta-
mente, e non sard inutile rendersi ragione dell’asserto per tale via.

1
~ Supponiamo, ® (—e) = a (¢ >0, a >>0). Vedremo che 1 (f)= [ AtEdd
_ o
non pud essere funzione caratteristica di un fenomeno aleatorio perché alcune

delle mg') risultano certamente negative. E infatti.

'
o :1;[ E(L- &r—1dd
[}
-e, per n dispari,

w

n (3 "1
_L—_—f E(l——g)"“d@—l—J E(l—pr—1dd <— ae(lter—t4(1 —a)

n

e quindi "’(1") < 0 per n sufficientemente grande: assurdo.
Analogamente si dimostra che non pud essere

d(l4e)=1—B (£>0,>0)
La condizione & sufficiente, perchd, qualunque sia @, la successione di

1
funzioni Qu(1 -} 2) = f (1 — 2z E)"d ¢ sodisfa 1a [4], Qu(1)=1, e quindi le
) .

m:'?z(;)f’e"(l —yrrde

n
sodisfano la [1], X mﬁl”) —1, e sono tutte positive (o al pil nulle) se per £ > 0,
o

E>1 & rispettivamente ® =0, & —=1. Ed @ ovvio che nulla vieta, in tali
condizioni, di considerare la-m:‘) come probabilita del verificarsi in h su n
prove di un qualche fenomeno.
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~ Non contentandosi di un ragionamento cosi astratto, si potrda mostrare
come, data una funzione di ripartizione ®, uguale rispettivamente a 0 e 1 pei-
E>0 e £>>1, si possa dare un esempio di fenomeno aleatorio di cni essa
& la funzione di ripartizione (). Si tratti Jdi ‘deterininare a sorte un punto di
una circonferenza, di cui archi uguali abbiamo probabilita uguali (’esperienza
si pud imagihare realizzata con una roulette). La circonferenza & divisa in due
parti, che diremo una rossa e una nera. Noi ignoriamo la lunghezza dell’arco
rosso, che indicheramo con p (presa la eirconferenza come unitd di misura),
ma abbiamo elementi per valutare la probabilita a priori delle diverse ipotesi che
si possono fare sul valore di p: lo potremo supporre ad esempio determinato
a sorte mediante un’esperienza preventiva, in cui si presenti una variabile
casuale X capace di assumere i valori tra (0 e 1. Basta che la X segua la legge
di probabilita ® perch®, determinando »=2X, si definisca un fenomeno alea-
torio di eui ® @ la fanzione di ripartizione.

§ 11. — Teorema di Cantelli pei fenomeni aleatori.

I1 secondo teorema del § 4 relativo alla probabilita che tutte le frequenze
da un certo n in poi appartengano a un dato intervallo si pud considerare
come l’estensione al caso di qualunque fenomeno aleatorio del noto teorema: di
CANTELLI. Anche la dimostrazione si pud ricondurre a quella del caso trattato
da CANTELLI.

Premettiamo il seguente lemma. Se ® () =0, ¢ §, <E,, la probabilita
che una almeno fra le frequenze dall’n-esima jp Poi siano inferiori a &, tende
a 0 col crescere di n.

Infatti la probabilitd che la frequenza r-e#ima gij, —:f— )

r) r !
o =(7)[ 2a—tr-rae,

e poichd E*(1 —Ey"—" & massimo per E:—Z_l— e poi decrescente, nell’ipotesi

che per 0 << P <lsia f, <<E< 1, se -ﬁ— < Eg <&, & in tutto P’intervallo d’in-
tegrazione £* (1 —E)f -2 <<EA(1 —E ) —" e quindi

r
o <(7)ga—srs
La probabilitd che la freqnen_za r-*#ma gin inferiore a t, &

gr = hZh ‘(D;r)éqr'zh“:u (Z)E?(l'—ga)'—'
T<Ea T‘<§:

(') Cfr. Lévy, op. cit., Ch. V, N. 34 (pag. 88).
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dove ¢, & dunque la probabilitd che sia inferiore a &, la frequenza r-#™ms (i
un fenomeno a probabilita costante E,.

Ora il CANTELLI ha dimostrato appunto(') che 3, g, & convergente, e quindi
la probabilitd che almenc una frequenza a partire dall’n-##me sgja inferiore a E,,

. [ o]
oerto minore di X, ¢, , tende a zero quando n — co. Dalla ¢, < 4, scende che
- :

a maggior ragione I’asserto vale nel nostro caso.

Analogamente, se ® (£)=1, ¢ t,>%, la probabilita che wna almeno
delle frequenze dall'n-sima §n poi siq superiore a &, tende a zero col crescere di n.

Osserviamo poi che se ® (E) & la funzione di ripartizione di una variabile
cagsuale X, e suddividiamo comunque il campo dei valori che essa pud assu-
mere, & sempre ® (£) =1, ®M (§) + X, D@ (£) 4. .. -+ Az O™ (£), ove A e 1a pro-
babilitd che X cada nella suddivisione i-¢#me, e ®U)(E) la funzione di riparti-
zione della X subordinatamente a tale ipotesi. La stessa scomposizione si pud
operare per ¥ (£) funzione di ripartizione di un fenomeno aleatorio, e, come
vedremo al § 22, essa & suscettibile della medesima interpretazione. Grazie a
tale artificio potremo cercare il limite, per n — co, della probabilitd che un
certo fenomeno aleatorio, la cui funzione di ripartizione indichiamo con @ (%),
abbia tutte le frequenze dell’n-#'ma in poi comprese fra due valori assegnati
E, e E (0<TE, <<E, <<{1), riconducendosi ai casi considerati nel lemma. Suddi-
vidiamo Dintervallo (0, 1) in cui pud cadere la frequenza anzitutto in tre parti
-separate tra loro da E, e E,, e poi, fissato ad arbitrio ¢, isolando a destra e
e sinistra di &, come di §, degli intervallini con probabilitd minore di e.

0 £ E, 1
- ——
e | g 5 | os |
Precisamente, sceglieremo &, <, in modo che Elﬁlg PE)—DPE)<e
T
§,>Et, in modo che & (E) — ;Tl; ®() <e, e analogamente £, e E, ai lati

di &,. Supporremo naturalmente 0 <<&, <, <<, <<E, <<E, <<E, <<1. Al nostro
fenomeno aleatorio possiamo sostituirne uno formato dalla combinazione even-

tuale di altri 9, di cui il primo ha probabilita ® (£,) e E limitata fra 0 e
(ciod: la sua funzione di ripartizione, fuori (i tale intervallo, & rispettivamente
uguale a 0 e 1), ultimo ha probabilita 1 — ® (&), e & limitata fra E, e 1,
‘quello centrale ha probabilita @ (£,) — @ (£,) e & limitata fra £, e E,, due cor-
rispondono ai valori £, e E,, hanno probabilitd uguale al salto (eventuale) di
® in t, e &, (differenza fra i limiti destro e sinistro), quattro corrispondono
agli intervallini a flanco di &, e §,, e hanno, tutti insieme, probabilitd minore di 4 ¢.

Nel primo e nell’ultimo caso, per il lemma dimostrato, la probabilitd che

(') Cfr. ad es. CASTELNUOVO, op. cit., Vol. 1, p. 78, dove si trovano anche citati i la-
vori originali del CANTELLI. Il caso trattato da tale Autore ?, a dif vero, pit generale di
quello riportato dal CASTELNUOVO, msa noi qui non abbiamo hisogno che di riferirci a quel
caso particolare, dovendo estenderlo in tutt’altro senso.

— 281 —




— 100 —

tutte le trequenze dopo 1’n-*™a giano comprese fra £, e E, & nulla. Nei casi
corrispondenti a §,, &, essa & pure nulla, per ’altro teorema di OANTELLI che
afferma essere nulla la probabilitd che la frequenza non oscilli infinite volte
intorno alla probabilita('). Nel caso centrale la probabilita che tutte le fre-
quenze dopo I'n-*#m2 giano comprese tra E, e E, tende a 1 per n — oo, perche
tendono a zero le probabilitd che anche una sola superi Es 0 non raggiunga &, :
potremo fissare N in modo che, per ogni n > N, detta probabilitd differisca da:1
per meno di &. Gli altri casi hanno probabilitd minore di 4 ¢; quindi la pro-
babilitd che il fenomeno aleatorio abbia tutte le frequenze dopo 1'n-sime com-
prese tra §, e §, differisce, se n > N, per meno di 4 ¢ - [® (E,) — @ (£,)] e <C 5 &
li
da ® () — ®(&,), e quindi differisce da Eng D () - Eh_mlé
] ]
7 . Cid che dimostra il teorema: la probabilita che tutte le frequenza dopo l’n-“_""“-
lims limd
D (E) — P (E
=500 =g *0

® (£) per meno di

siano comprese fra limiti assegnati &, e E, tende a

al crescere di n.

§ 12, —.1l limite della frequenza.

Non & lecito, a rigore, parlare di una successione illimitata di prove di un
fenomeno aleatorio: le prove potranno essere in numero comunque grande, sempre
finito. Supponiamo per un momento di poterlo considerare infinito p‘er enunciare
in forma un po’ artificiosa, ma pid semplice ¢ suggestiva, alcuni teoremi sulle
frequenze di cni vedremo subito dopo l'esatta interpretazione.

In una saccessione illimitata di prove di un fenomeno aleatorio si ha sempre
la probabilith 1 che esista il limite della frequenza, e, ammesso che esista,
tale limite & una variabile casuale che segue la legge di probabilitd che ha
Y () come funzione caratteristica e ® (£) come funzione di ripartizione. La pro-

babilita che tale limite sia — & quindi il salto EIT(EI @ E) — E"_’_’f‘; @ (8),
R — S2
la probabilitd che sia compreso fra & e E, (estremi esclusi) @ lims D () —

E=g,

limd (IJ(E In altre parole si potrebbe dire: tanto il massimo che il minimo

T k=

limite della frequenza sono variabili casuali che seguono la legge di probabi-

(') Tale teorema non sussiste evidentemente nell’ipotesi — finora esclusa — E,=00

E; = 1. Perd in tal caso si vede subito che & nnlla la probabilitd che  anche una sola prova

su un numero comunque grande sia favorevole (risp. sfavorevole); il teorema che stabiliremo

varrd sempre colla restrizione che se uno degli estremi dell’intervallo @ 0 o 1 & necessario

avvertire che tale estremo ® escluso, mentre negli altri casi & indifferente considerare Iinter-

vallo con o senza estremi. La probabilitd che tntte le frequenze dopo 1’1 esima siano comprese
N lims lims lams

tra 0 e E,, zero inoluso, tende, per n —3 00, o E—t, <I>(§)= (I>(E) -- <I>('§) anzichd a
Ehm‘ <I>(E)... limd <I>(§), e analogamente per lintervallo da {, & 1, uno incluso, tende a
1-— ;"'d P (E)— hmd (D(E) anzichd aE ’I(I)(E)'— limd @(E)
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lth @ (55 la differenza fra il massimo e minimo limite & una variabile casnale
che ha proba.blhm 1 di essere nulla, e probabilitd nulla di assumere tm valoge
diverso da zero, bench® i numeri positivi non superiori ad uno siano ‘ anch’essi
valori effettivamente possibili.

In forma precisa, e cioe¢ interpretando l’enunciato senza la considerazione
artificiosa di una successione illimitata di prove, potremo affermare: assegnati
¢ e 0 -comunque piccoli, & sempre possibile determinare N cosl grande che, per
quante prove si facciamo dopo P’ N-esime, non difterisca mai da 1 per piu di 6
la probabilita che la differenza della massima e della minima tra le frequenze
dall’ N-¢#ima ip poi sia minore di ¢. Mentre 1’altra parte dell’enunciato equivale
al teorema di' CANTELLI del precedente §.

Per dimostrare il nuovo teorema, dividiamo Dintervallo (0, 1) in un nu-
mero finito n di. parti di langhezza < e, escludendo di prendere come punti
di divisione i punti di discontinuita di ® (£) (che formano un aggregato al pia nu-.
merabile: e 1a condizione & quindi lecita). Nell’intervallo i-#™° (g; _,, E; ) prendiamo
N: cosl grande che la probabilita che tutte le frequenze dall’V, -#ma in poi siano

comprese tra E;_, e E; differisca per meno di % da ® (&) — @ (Ei—1) (cid che
® possnbile per il teorema di CANTELLI, e essendo per ipotesi ® continua nei

limd lims . ‘
E—E, ‘D(E)—E__E ® () = @ (5)). Sis N il massimo

degh N; la probabilitd che, per quante prove si facciano dopo I’N-aima  lg
frequenze dall’ N-#ime in poi siano tutte comprese in uno solo degli n 1nterva.lh

differisce da [® (£,) — 0] 4 [@ ) — ® (E)] +- - . + [L — ® Ea—1)] = 1 per meno

di n volte —%, e ciod per meno di 0. Ma se tutte le frequenze sono contenute

puntl di divisione &,

in uno degli intervélli, la cui lunghezza & <e¢, la differenza tra la massima e
e la mipima & <e¢, e tale fatto ha quindi -a maggior ragione una probabilita
che differisce da 1 per meno di 6,

§ 13. — Due ecasi-notevoli.

Consideriamo due casi di particolare importanza, che serviranno anche util-
mente come esempi.

Nel caso ben noto in cui la probabilita di un fenomeno & nota a priori e
ugaale a p, -

wﬁ"z(?f) pra—pnh o =, Qn (1 + ) =(1+p2)",
| Q ‘(1 +2)= lim' (1 —+ ﬁ)n — éP8, P (L) = e'Pt
”— 0o n .
o anche direttamente (dalla [13])
> i th
° h!

®@E)=0,'/,,1 a seconda che E<p,E—=p,E>p. Al crescere di n la proba-
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bilitd che la frequenza sia compresa in un intorno p 1 ¢ di p tende all’unita;

inversamente da tale ipotesi scende che w(t): [ "eipt 4  — gint y @ ciod che
0
il fenomeno ha sempre la probabilitd costante e uguale a p indipendentemente
dallesito delle altré prove (§ 22). Come casi particolari, per p=—=0,p =1, si
ha y(t) =1,y () =¢".
Nel oaso in cui tutte lé frequenze siano ugualmente probabili si avra

ﬂ ” 1
o) — 1 —znt!
Q"(")“— +1(]+Z+Z+ +) n—|—-1 1—2 ’
. z \n+1
. 14+2)" —1
B e
¥a ()= nt1° 1t Q(l—]—z)_“l;moo n4+1 =z -z

n

. _8“-’] —_oo s h‘+‘/g
"l’(t)—-— it ——%‘hm—-l)—! 9 (D.(’l):—,;;—_l-—_-i_

02 (E)::' lim @, (nE) =—E. Al crescere di n la probabilitd che la frequenza sia

(h=0,1,...,2),

compresa in un intervallo (g, ,E) tende a E, —E ; inversamente da tale ipotesi

scende
it it__l
— wEge_| € ¢ ) __
Y (t) /* dt= [ ]0— it y WOy — ,n+1’

e il fenomeno ha quindi ugualmente probabili tutte le diverse frequenze sa n
prove.

CAr1TOLO SECONDO.

Operazioni sulle funzioni caratteristiche.

§ 14, — Preliminari.

Passiamo alle operazioni sulle fanzioni caratteristiche.

Come osservazione generale possiamo dire che tutte le operazioni che in-
contreremo sono distribative (‘), » meno (ove occorra) di un fattore moltipli-
cativo che fa assumere il valore 1 alla v (f) per ¢ —0, come necessariamente
deve aversi. Introducendo Voperatore U:

U0 =g

(') V. PINCHRRLE e AMALDI, Le operasioni distributive e loro applicasioni all’ Analisi, Zani-
ohelli.ed.
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possiamo dire che le operazioni che ci si presenteranno sono prodotti del tipo
UF con F distributiva.

Poicheé la fanzione di ripartizione ® (£) & funzione lineare biunivoca della
funzione caratteristica v (), ad ogni operazione distributiva sulla y corrisponde
la trasformata che opera su O.

Due operaziouni utili per semplificare le notazioni sono P, (leggere: « po-

linomio ennesimo ») che applicato a 1 produce Q,, e [Z:] che applicato a y
produce wg"’. Sard bene, per evitare I'impressione che si voglia dar luogo a un

inutile e vuoto formalismo, spiegare esplicitamente il significato concreto di tali
simboli. Col simbolo [1:’] 1 rappresentiamo la probabilitd che un fenomeno di
funzione caratteristica 1 si veriﬁchi h volte su n prove. Finora la scrivevamo

o

legge di probabilita; non lo sarebbe pidt in seguito, dove & necessario compais
esplicitamente la funzione vy da cui essenzialmente dipende. Py (f) & il poli-

e cid era lecito finch® non si considerava contemporaneamente pilt d’una

nomio finora indicato Q, (1 + t), dove le w(,’:’ siano quelle relative alla legge

(e che abbiamo indicate con U:] ).

Per chi interessi la definizione formale delle operazioni P, e {2] , 8i pud

aggiungere che:

se. f(t)::.:}adh——i%t!%h— .
[21} P.f(d)= ‘;‘}h(;:)a. /&  (Cfr. 1a [10])
[22] [ 1’:] f= ( ;:)"‘:}:' (— 1y (“ " ’) are:  (Cfr. 1a [207])

Si osservi che in particolare B:] f = an, come naturalmente vuole il signi-

ficato.
Per la fanzione caratteristica del numero delle prove favorevoli sopra
(la y, del Cap. I) si ha

‘pn(t):Pn‘P(e“_ ])‘

§ 15. — Fenomeno contrario. Operazione K.

Sia v (t) la funzione caratteristica di un certo fenomeno aleatorio. La fun-
-zione caratteristica del fenomeno contrario &

[23] Ky@t)=dctyp(—1t).

Infatti dire che su n prove quelle favorevoli sono h equivale a dire che
sono n — h quelle favorevoli all’evento contrario, cid che si esprime
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3 o (m)
e d& (posto o, _Lt

h
]w)
P..pr(z—l)::mf.")—{—'wf"i-lé-{—...-}—wg‘)z":
, 1 1 1
:a"gw‘()"’—l—cog‘)—z——{—...—i—wg‘)—ii:z"P,.xp(—z—--—-l)

PaKy(ét—1) = erit Pyy(e—it—1)
@

¢ t \n . ¢
Ky@t)= lim P,.pr(e‘”u“_l): lim (6‘7) lim P,.xp(e"";_l):

n—"0 n =00 n—=00

—éty(—1), c.v.d.

Essendo in particolare [::] K= U:] :

- s t . " in
[25] K@ =1+0it—o@ 5 —oPiqgg+...fopir-"4...

B ovvio che X & operazione distributiva : K@ +v")= Ky -+ K. Per
il suo significato & chiaro che K dev’essere un’involuzione, perché ogni feno-
meno coincide col fenomeno contrario ‘del fenomeno contrario. Si verifica del
resto immediatamente :

KRy ()= K6y (— t)] = it [e=ity(— [ — ] = (1)

E quindi ancora: K & reversibile, e K—!— K.
B importante osservare che

[26] P. K (e‘ 7'*) — K n (th)

ove
t it
w”(n):P”w(e 3 .-1).

§ 16. — Corrispondente funzione di ripartizione. Operazione K.

Se ® & la fanzione di ripartizione corrispondente a Y, la funzione di ri-
partizione K¢ @ corrispondente a K P e

[27]  Kp®@®)=1—0(—5).
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: it it _—itt o
Ko@) =1 —‘¢-—.”——Kw<t)dz—-—f"——”———e“w<—-tm=

L. X
—_ 00
> ( ) i R
1 —iE—1Dt 1 — 2§t _ —i(L—E)t
=—;/ w(—t)dt:ﬂf" _"“ y(t)dt =
— -_—00
7 z )
1 Gt o —2it 1‘[81':__3.-5(1— ¢ _
=gx) T v@di-5 it b () de=
—_—00 - — 00

=0@2)-0(1—8H)=1—01—F.

Questa relazione non esprime del resto che un fatto “intuitive : la proba-
bilita che al limite la frequenza d’un evento sia inferiore a £ & uguale a quella
che la frequenza dell’evento contrario sia superiore a 1 — £. La si poteva quindi

" stabilire a priori, e se ne sarebbe immediatamente dedotto

l l
Ky(t)=é'— ] ¢1E Ky @ (B)] dE= ¢ —zt] FI1— 01 —pdE=

0 0
1 1
::-.a“gl—-i'tfe““(“‘i)dg—§—it[e““(l‘5)(I>(l—E)dE%:
0 0

1 1
:e“§1—-@~tfe““"dz+itfe““’®(z)dz =
0

0

1 1

l-zt[—:—‘i{———}-}-}—c’tofe““"fb(z)dz ¢ ‘

§ 17. — Trasformazioni in seguito all’esito di una prova. Operazioni R, S.

Quando si conosce l’esito di una prova del fenomeno, la probabilita delle
prove successive viene modificata nel senso che abbiamo aecennato nel § 3.
L’influenza dovuta al fatto di conoscere l’esito di una prova sard espressa nel
modo pit completo quando avremo determinato il modo in eui si modifica, per
tale effetto, la funzione caratteristica di un fenomeno aleatorio. B quasi super-
fluo ayvertire che, se per semplicitd di dizione e per fissare le idee sul caso
piil spontaneo supporremo di conoscere l'esito delle prime prove, in un certo
numero, e parleremo della probabilitd della prova immediatamente successiva,
tutto ¢id non ha alcuna importanza. Dato che I'ordine in cui si susseguono le
prove & per ipotesi una nozione del tutto estranea al problema che conside-
riamo, tanto vale conoscere l'esito di uno stesso numero di prove comunque
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altrimenti disposte, e la probabilita subordinata a tale fatto si riferisce a qua-
lanque prova di cui pon si conosce I’esito, e che potra essere, rispetto a un
eventuale criterio d’ordine, p. es. cronologico, in cui le prove si volessero con-
siderare, sia precedente, sia intermedia, sia successiva e comunque distante da
quetle il cui esito & noto. Cid chiarito, passiamo a studinre come si modifica
la fanzione caratteristica @i un fenomeno aleatorio quando si conosca D’esito di
alcune prove:

c e pad i th
La funzione carafteristica sia, inizialmente, v (t) = 3, wf.'" i
0

; nell’ipo-
tesi che la prima prova sia favorevole essa diviene

[28] Ry="UDy,

nell’ipotesi che la prima prova sia sfavorevole

[29] : Sy=U@{ ~ D)y

e, pil in generale, dopo = prove favorevoli ed s sfavorevoli, la funzione carat-
teristica diviene

[30] RS y=UDr(i— Dy

La probabilita wf‘"’ che le prime n prove siano tutte favorevoli & infatti

uguale al prodotto della probabilita mf” che la prima prova sia favorevole per
la probabilita che, verificata quest’ipotesi, lo siano le prime n — 1 prove sue-
n—1
n—1

di Ry & quindi il coeficiente  (n - 1)-#me, o"* D, gello sviluppo di v, di-

cessive, probabilitd che & [ ] ‘R, Il coefficente n-osimo dello sviluppo

viso per il primo, o’ = —i D 0), e quindi
y © Y

1 . ¢ o
Rw(t):'g(ll)—lm{"—['_wg)‘t_w?)?{+"'+mg‘-{-'-ll)"”—ﬁ—g—+"' -

__—iDyt) _
=TiDy0) — U Dy ().

Per dimostrare che § = U (i — D) conviene partire dall’osservazione che
S & ovviamente la trasformats di B mediante K : S = K R K. Dalla [23}:

DEy () =é[ip(—t) — Dy (— )]
KDKy(t)=¢étte=“*[iy(t) — Dy = (G — D)y ();
KDK=i—D; e per ovvie proprieta di U
S=KRK=KUDK=UKDK="U(i—D), ossia

ivi)—Dy@) 1 oo it
qu(t); i~ Dy — T—ap ‘0‘.‘7.(‘”{""““{"3}”) TR
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Le operazioni R ed § sono permutabili: RS— SR, e quindi R" §* —
=8 R —=_84R"S4R-... (s,+s,+...=8 r,+r,+... ”
che dopo r prove favorevoli ed s sfavorevoli, indipendentemente dall’ordine in
cui esse si alternano, la fanzione caratteristica diviene, Rr S* v.

§ 18. — Proprieta di R, S (').
Si ha

[311 ) -Pn-D: D.P,,_*_]

n + 1
Sia infatti

i

‘l’(t)_Z‘h“u S
0

(e ] . ik th
D‘P(t):%‘h""h+l W Dw)(z)—@zn( )ah+1ﬁh
n41 n-1
DP,.Hw(z)_Dz.(”jL ) zgh(”f )ha»z"~‘—-—(n+1)z»( )«»+nz"
e quindi §
i
Py(D )= + D Py i1y
Per induzione
A b nl »
[32] P"D pumnedl } ——-——(n+h)! D P,.+h. g

Essendo
Dr(i— Dy =Dr 2’;»('__ 1)pje—» (;)Dh:éhic+h(‘;) Dr+

risulta

|
; : 8 s s\ . n! |
T (i — —_ TES r4+h — is+h r4h : PR P = |
PaD (‘l« .D)'>__%'h'll (h)PnD _%.’b (h)’l (n—{—-r-{-—h)! D P, +r4M ;
i
|

1 . :
_n”r-HZh(_l) ( ) (n 47—+ )! D7t Bugrn -
Avremo quindi in generale
, 1 :
[33] P R'S‘ UE;.(-—-I) ( ) (n+r+lc)' hP,,.*.r.'_),;

(') Questo § pud essere omesso; per dimostrazione della [34] si prenderd alloifa Ia gin-
stificazione diretta datane nel § successivo.
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come caso particolare (s — 0)
[33'] P, R" = R" Puy»

(ove, mediante la R—= U D, si estenda la definizione di R a qualunque fun-
zione).

Si rilevi che P, R™ §* ¢ & quindi plenamenbe determinato da P,y ,4s%;
la conoscenza di Py per h<n -} r - s & invece insufficente alla sua deter-
minazione. Cid risulta andhe, e in modo suscettibile di interpretazione espressiva,
dalla formula seguente, che da la probabilith che un fenomeno aleatorio (di cui
¢ nota la funzione caratteristica ) si verifichi L volte sa n ulteriori prove,
nell’ipotesi che delle prime » | s quelle favorevoli siano » e s le sfavorevoli:

(h‘ -+ r\ (n - h+ s) { h+r ]
[ o U 8 n+4r-+s
[34] [ ] Rr Sty = (‘n’+ " , .
n ) [r + s} v
Dimostrazione. |
Sviluppando

Py @) =3 (3| Frv) o

si ha per la [33']
PaRy(z—1)=UD Pyyryple —1)= UDrz,,([ h r} )z"::

n -
R

11 valore di D" P, 4, (0) si calcola pi facilmente dalla

Dr p,.+,,l,(0):i—r‘i-j§-,ﬂ Pory@ =i S Dy 0=
nt+r)! . [r n-+7)!
(0! [ Jw____ —i— )! [r] "

T ut! r n!
@ quindi

n!

h+’]\|’)- (h+r)!? A

P D= (n.—i—r)l[H‘P 2' (["+’ "
da om |
h nl(h+41r)! [""l‘r}w
[34'] ' [,,]R'"’: (n—}—'r)!;z!. n[-arw
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Da questa si passa facilmente alla [34] generalizzando :

[’l:] Rr Sey ::.’[::]KRO KRry—= [n;— h] R KRy —

n—h-+s| o [ R
_nlin—h+-3)! [ n--8 }KR v __ nl(m—h s)! [n—}—s]Rrw__
(nf8)(n— h)! l:JKRrw (n+-3)!(n — h)? [(3] P
h4r
{n fr—lr—s]w

(9! h47)! (7] (I¢—|-¥r -(n-—h—}—s ' h+r
pp—h4-9! mAs+rih! AV e ) $ ) [u+r+s]“’
fts)lm—n)t " sir! [ r ] T (n—{—r—}—s T 7 ¢
(r+9)! r+sl ¥ n ) [r,—}—s]“”
[ 7] |
Y
§ 19. — Significato della formula [34].
I’importante formula
(h—{—r)(n—h—}.—s) [ 7 ]w
h r Q8 A — r s An-+r-4s ;
[34] [n]R Sy= (:z+r+s ’ [ r
n ) r4s| ¥ |

dimostrata uel precedente § da la probabilith che un fenomeno aleatorio (di
cui & nota la funzione caratteristica ) si verifichi I volte su n ulte}'iori pro-
ve, nell’ipotesi che delle prime r |- s quelle favorevoli siano r ed s le sfavo-
revoli,

11 suo significato & molto semplice: quando sulle prime 7 -}- s prove se ne
ebbero r di favorevoli ed s di sfavorevoli, supporre che sulle prossime n le
favorevoli garanno h significa supporre ohe, complessivamente, sulle prime
r -+ s+ n prove quelle favorevoli abbiano ad essere r -}- h. La probabilitd che

. . . r+h 1.
r -+ h delle prime 7 -}- s |- n prove siano favorevoli & [n 4r -}—s] P, la pro-

—,';‘
|
b |
i
i

babilitd che in tale ipotesi r delle prime r - s prove siano favorevoli & (')

(h —i— fr) ('n»-— ;c —|—”s) : (n J,-;: + s)

('ordine essendo dovuto al caso); dividendo per la probabilita che r delle

prime 7 |- s prove siano favorevoli, che @& L _T_ s} v, 8i ha la probabilita cercata,
{Z] Rr §* y, dell’evento subordinato, qual’d data dalla [34].

]
5
i

(') Cfr. § 5 e nota (') ivi.
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Vale la pena di soffermarsi un momento sul easo particolare h=n=1,
sia per lo speciale interesse che presenta, sia per chiarire utilmente — fissando
le idee su un caso semplice — il ragionamento che precede. Ponendo nella [34]
h—mn—1 si ha senz’altro

. st rietal?
[34%] HRr s y="E112 e
r $

che esprime la probabilitd che la prossima (ciod la (r - s --1)-*¥"a) prova
sia favorevole dopo r prove favorevoli ed s sfavorevoli.

'L_ :_—Llll_ 1} Y & 1a probabilita che » |1 delle prime 7 -3 -1 prove siano
favorevoli, e, in tale ipotesi, la probabjlitd che I'nitima (I'(r + s+ 1)eima) di
esse sia favorevole & (r s -}-1)/(r 4+ 1); il prodotto di queste due probabilita
® la probabilitd che sulle prime {r | s - 1) prove quelle favorevoli siano r + 1,

e tra esse l'ultima. Dividendo per la probabilita [ T ]\p che r delle prime

r-+4s
r -} s prove siano favorevoli si ottiene la probabilita cercata [H R 8 ¢ del-
Pevento subordinato, quale & data dalla [34*].

§ 20. — Le corrispondenti funzioni di ripartizione. Operazioni Ea, So.

Indichiamo Ro, So le operazioni che trasformano la funzione di riparti-
zione corrispondente a i in quella corrispondente a Ry o & Sy,

1

Derivando la [18], xp(t)...—_fc“&dfb, gi ha
0
1

[35] Dw(t;zi[e“igdcb
e in generale ’
1
[36] Drii —Dypy@)=1irt 'fe“é (L Brdo
’ 1
[37] D (i—DpypO=ir+t* [EAL—Erd
3 R A
je“‘gﬁ'(l——i)’dd) 1 f&’(l—E)'M)
[38] Rr &y (t)="2— :/e"ﬁd %
fzf(l—a-d@ ’ ]&*(1——2)%@
0 1]
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Cid mostra che la. funzione di ripartizione entro g % ha come fanzione
earatteristica R* S* vy, e quindi abbiamo
(%)
[ FQ—gadd
139] R, S0 @) =1
f &l -trdd
0

o integrando per parti

g
el —E)'@(E)—f[r—(r—l—s)lll"‘(l—)\)“I(I)()\)dl
[40] R} 8,0 @®= 0

1
0"—f[r—(r—}—s)l]k’-l(l—)\)'“'(D(k)dk
[}

dove si conviene che 0* — 1 per s — 0, mentre per 8 >0, 0* —0. In parti-
colare

2 () ;
Jrae zew—[oqa
[40'] Ry ®)=%——= -
fgd@ 1—f®(x)¢n
[\] 0
2 (§) g

Ja—vae  a—vo@+[ema
[407]  Sp@®=-% = —

!(1—-3)01@ '[(DQ)M

§ 21. — Una proprietd caratteristica di R Sg ®.
Applicando il teorema della media si ha dalla [39]

E, £r (1 — )8 -
jﬁr(l—g)'d‘p
0

e indicando [F]Z’ = F (&,) — F'&,). Otteniamo cosi una forma pid espressiva di
]

scrivere il precedente risultato.
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B facile anzi vedere che tale proprieta caratterizza completamente R:D S:b ®;

basta oaservare, pidl in generale, che se f & una qualsiasi funzione continua e
® una qualunque funzione a variazione limitata, rimane univocamente deter-
minata (a meno d’una costante additiva arbitraria) la funzione F' che sodisfa
la relazione ‘

(FIp=FO )

ove f_@ indica un valore compreso fra i limiti inferiore e superiore della fun-
zione f nell'intervallo (£, §,). Nelle condizioni specificate esiste infatti linte:

grale di STIELTJES f f(&) d ), per la definizioné del quale &

2 (¥)
F :—.ff(x)aq»ero.
0

Nel nostro easo la costante C & determinata dovendo essere B:I) S:p P(E)=0

per £< 0, e rimane cosi dimostrata la proprietd in questione.
La [41] ci sard utile per dedurne un importante teorema asintotico, che
vedremo nel Cap. III (§ 27).

§ 22. — Applicazioni ai casi del § 12.

Come esempio, applichiamo i risultati trovati alle funzioni caratteristiche
considerate nel § 12. ‘

Se ¢ (t) = ¢, 8i ha K¢ (t) = (1 =2t Ry () =8y (1) = R* 8¢y (t) = ¢'pt.
Non si hanno altre funzioni caratteristiche che rimangano invariate conoscendo
Pesito di una prova: se Ry —1 o Sy —1 scende che vy (f) = ¢/#* (0 << p << 1).
Infatti Ry = signitica Dy —c vy, y(t) =ac®t, y(0) =a=1, ¢ (f)=¢* o
quindi 4 (£) = ¢/?t (0 << p << 1). Analogamente per Sv; anche da R"y—1y o
S* =1 scende lo stesso risultato. Invece V'equazione R" S*+-—1) ammette
inoltre tutte e sole le soluzioni del tipo

Y(t) =A, eP¢ - et (A, 4, =1, 4, >0, &, > 0, 0<p,<p, =1,
prA—p)yP=p"(1—p,)) Oid riesce intuitivo se si guardi 1’espressione
s pr Qs ’
di Ry Sy @.
__et—1 et —1
Be = AV =
2 (— et 14t

Ry()=—a-(—iteétfet—1) , Sy@)=

, (h +r)(n——h+s)
[1:]1?" Sp= r(n+r+s;) ' n—?—tj—t:—l )

n
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In particolare la probabilita che I (: +s+1)“""“ prova sia favorevole
dopo r prove favorevoli ed s sfavorevoli, &

e s

B questa la formula di cui si fece uso e anche abuso nella teoris delle
IR
¢t —1

probabilitd a posteriori. Essa & rigorosamente esatta quando sia v (£) = i

ma solo in tale ipotesi.

§ 23. — Coverificarsi di fenomeni aleatori.

Se si hanno due fenomeni (analogamente per tre o pid), indipendenti tra
loro, le cui funzioni caratteristiche sono

oo b th i th

vt
VO=Zra g7 'wn—:z.h T

il loro coverificarsi & ancora un fenomeno aleatorio e la sua funzione caratte-
ristica &
oo LY

[42] P ()= Za b1

Infatti @, & la probabilitd ehe il primo fenomeno si verifichi sempre su I
prove, b, 'analoga per il secondo, e di conseguenza a, b, & la probabilita che
su hk prove si verifichino sempre entrambi,

In particolare se v’/ (f) = ¢?¢ (fenomeno a probabilitd nota p) si ha
Y () =y (pt);

[t
se w”(t):—%—(e“-—]) [ w(t)':-%-f Y’ (t)dt.
o
Ad esempio per

(2t —1).

, 1
VO=6 = (=1 s v O=15

i h i gh
! ’ w(t)—Zhah Tt

oo
Sia infatti Pty = eirt = 3 p*
0

ih oo *(p )

B Ut t
® vh=2 ;.a;.p h! _‘:"‘a" h!

=y’ (pt).  Be invece

NS U S .Y,
V=g @ D= 0 YOS Zrar -

1

| t_E 1 _lcoa HYLES 1/1 ' (t) e
NO=Zgr e =T e g ) VO
o
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Se il secondo fenomeno non & indipendente dal primo, la formula (42) sus-
sisterd naturalinente purché 1’ () indichi la funzione caratteristica del 2° feno-
meno subordinatamente al verificarsi del 1° (o viceversa).

§ 24. — Fenomeni imputabili a pid cause.

Se un fenomeno puo dipendere da diverse cause (incompatibili) che hanno
rispettivamente le probabilitd A, A,...0m A, +A,+ ...+ A =1), e nelle di-
verse ipotesi il fenomeno ha rispettivamente le funzioni caratteristiche (" (f),
Y@ (2), ..., (t), la fanzione caratteristica del femomeno aleatorio &

[43] Y (6) =R, YO (©) Ao YD (0) + . - . - A Y™ (9)

Infatti la probabilitd che h su n prove siano favorevoli & uguale alla pro-
babilita della prima ipotesi per la probabilitd che, se l'ipotesi vera & la prima,
Iv delle n prove siano favorevoli, pili i termini analoghi per la 22, 32,..., m®
ipotesi.

Ad esempio Videntita

W) =i"1Dy ) +i-'(i— D)y ()

essendo i—1 D+ (0) e i—1(i — D)y (0) rispettivamente la probabilita che la
prima prova sia favorevole o sfavorevole, e

Dy@ _ = D)w@) _
Dy O Dy TV

esprime la funzione caratteristica di un fenomeno aleatorio scomposta relativa-
.mente alle due ipotesi che la prima prova sia favorevole, rispettivamente sfa-
vorevole, e facendo quindi intervenire le funzioni caratteristiche Ry, S dello
stesso fenomeno subordinatamente a queste due ipotesi. Analogamente svilup-
pando i—*[D -} (i — D)]* si ottiene la scomposizione di 1 relativamente alle
n -} 1 ipotesi che sulle prime n prove quelle favorevoli siano 0,1,..., n. Posto

w;n) — [ﬂ Y—A4""Dri — Dyr—By0) :

Y () =0, 8%y () o™ RS =1y (t) 4 o, B S* =2y () ...+
+0® Br=18y(t)+ oD B (1)

L’esempio classico cui si applica tale risultato & quello delle estrazioni da
un’urna che & stata scelta a caso in una collezione nota. Se sappiamo che le
percentuali di palle nere possono essere p, p, .. .Pm colle probabilitd A, A, ...An,
la funzione caratteristica sara

W) =], Pt f ] 6Pt Ay Pt
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CAPITOLO TERZO.

Probabilita a posteriori e probabilita delle ipotesi.

§ 25. La probabilitd e I’esperienza.

Studiare la parte .che pud avere, nella valutazione di una probabilitd, la
conoscenza di dati desunti dall’esperienza, & un problema di importanza pratica
preminente, percheé nei casi pratici, in eui manca per solito la suddivisione in
« eventi ugualmente possibili », ogni previsione si basa essenzialmente sul con-
fronto di casi analoghi gia verificati. La distinzione che si fa ordinariamente
fra probabilita matematica e probabilitd empiriea, probabilitd a priori e pro-
babilita a posteriori, & perd artificiosa, e corrisponde pinttosto a caratteri este-
riori e ad esigenze d’indole pratica che a motivi di significato concettuale. In
- sostanza, la probabilita, che si syole chiamare a posteriori, di un certo evento
E, valatata in base alla conoscenza di un certo gruppo di circostanze A, non
¢ altro che il rapporto delle due probabilitd, cosiddette a priori, del covenﬁ
carsi i E e A, e del verificarsi di A.

Abbiamo visto ad esempio come s’interpreti la formula [34"] della proba-
bilita che un certo fenomeno aleatorio si verifichi quando se ne conosca la fre-
quenza su un certo numero di prove gia eseguite. Dopo r prove favorevoli ed
s sfavorevoli, 1a probabilitd che I’» - s |- 1)#me prova risulti favorevole & il
rapporto fra la probabilitd che delle prime r - s-}1 prove quelle favorevoli
siano 7 -|-1, e tra esse I'ultima, e la probabilitd che sulle prime r | s prove
quelle favorevoli siano 7.

In quale senso potrd avere allora fondamento la persuasione comune che
si possano fare previsioni basandosi sull’analogia coi fatti gia osservati, e che,
nel caso di un fenomeno aleatorio, conduce ad assumere la frequenza osservata
come valore (sia pure approssimato) della probabilita ? i

E questo il problema generale, non certo nuovo, che nella trattazione di
questo Capitolo tenteremo mettere in nuova luce.

§ 26. — Probabilita a posteriori.

Il problema delle probabilitd a posteriori consiste nel cercare di detérmi-
nare la probabilitd d’un fenomeno aleatorio in base all’osservazione della fre-
quenza effettivamente comstatata in un certo numero di prove.

Nel caso di un fenomeno aleatorio di cai & nota la funzione earatteristiea
Y (t), il problema & pienamente determinato dalla formula [34], che da in par-
ticolare la seguente espressione della probabilitd del fenomeno dopo 7 prove
favorevoli ed s sfavorevoli

1 r-+s-4-1 [r:——l——{l—-l}
Rl

éhe.’si pud scrivere mediante ¢
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-, [ 4 @(E)
f F(-trdo

[44] [I]R'SCI)_/Ed Gf&"(l ae :

Quello che pud interessare qui & invece di vedere se e in quale senso sia

lecito affermare che la frequenza, ciod , & un valore, sia pure appros-

?
r--s
simato, di tale probabilitd, e cio¢ se e in quale senso un tentativo di inver-
sione del teorema di BERNOULLI potrebbe avere fondamento.

§ 27. — Teorema asintotico sulle probabilitd a posteriori.

11 teorema che dimostreremo &, in termini preeisi;, il seguente:

»

posto f— g
se per nessun ¢ ==0 & O (f4e) =P (f),
.® sempre
[45] nl_i":,o (R:I)SZD)” d(E) =001

rispettivamente se £ < f o £>> f; per la corrispondente funzione caratteristioa

[46] o (B s | w @) = e,

n=
e la tendenza al limite & uniforme in ogni regione finita.

Il teorema si pud esprimere dicendo che: qualunque sia la patura di un
fenomeno aleatorio, & sempre possibile determinare N (nel nostro caso, n(r - )
= N) cosi grande che, dopo N prove in cui la frequenza abbia un valore pre-
fissato f, esso si possa assimilare con quel grado d’approssimazione che si voglia
a un fenomeno che avesse probabilitd costante nota a priori e uguale ad J. Cio
ad eccezione del caso che la fanzione di ripartizione ® del fenomeno aleatorio
sia costante in un intorno del valore f, a meno ciod che non avesse probabilita
nulla, a priori, Pipotesi che la frequenza su un numero grandissimo di prove
cadesse in un intorno di f(')

In altro modo. meno vago: la probabilitd che, nell'ipotesi che sulle prime
N prove la frequenza osservata risulti uguale ad f, in quelle successive la fre-
quenza tenda a un limite che difterisca da f per pit di un dato ¢, pud rendersi
piceola quanto si vuole pur di prendere N sufficientemente grande (sempre per
ogui fenomeno aleatorio, e colla restrizione accennata).

La dimostrazione scende immediatamente dalla [41] del § 21

() Cfr. il gia citato Probabilismo, n. 22.
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r o w18 Tl —Er .
[R(I) S(D(])}E' — ; E ( E)‘ [@]E’
| [ra-gae

Considerando due intervalli (€, &,) e (&, E,)‘ 8i ha (bnrché [fl)]z‘ =+ 0):

” 8 Eg - — Ei

[47] Etly  pa—p Ok
{Rr S°* (DFL T(l—Ege [®]§4

*e | ) Es

(ove E & compreso fra E, ek, ?jfra E, e E,). Poniamo in particolare, scelto co-

munque 3>07 El‘_—(}’ Ez::f—"'e’ E.s:f_ —%_8 ’ EA:f ) OVG,f: 7%"

Avremo
0<t<f e , E(l—tp<<(f—ey(l—ftey
Jge=E=f , FQ-B=(f— 5 (A —S+ 5o

(f—er(A—f+e)f

: I , 1 =0<1,
(f—-—2—5)' (1 —f—|“‘§‘€)"

Indichiamo brevemente p,l’espressione
r s \n —_ r s \n
(B Sy o —*=(Rp 85 ) @7 —2) 5
osserviamo che certo [(R; S:D)”(D]? < 1; ricordando che & per ipotesi

[o]y=0(—0F——5 a0

e posto quindi
Es
[q)]ﬁi

5
(@l

—=a , avremo pP,<<0"a

e quindi (0 <<1) lim p,-=0 , ossia

f7n—00

Analogamente

lim (R('p Sy, )" O (f+e=1.

f =00
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La funzione di ripartizione (R;) S:p)” ® tende, al crescere di n, salvo forse

eventualmente per £ —f, e per ® qualunque purché non costante in un intorno
di f( f= %—}—s)’ alla funzione di ripartizione di un fenomeno aleatorio che
abbia probabilitd costante nota a priori eguale ad f. Per un teorema noto (')
ne scende che anche la funzione caratteristica RT S°y (f) tende uniformemente a
eirt | e.v.d.

§ 28. — Sull’inversione del teorema di Bernoulli.

Il teorema del precedente § contiene tutto quello che vi pud essere di preciso
in un tentativo di inversione del teorema asintotico di BERNOULLI. Dopo un
numero indefinitamente crescente di prove, la probabilitd di un fenomeno alea-
torio tende a divenire uguale alla frequenza (colla restrizione detta a suo luogo).
Ma la convergenza non & uniforme per tutte le funzioni caratteristiche, e quindi,
per quanto grande sia il nwaero delle prove gia eseguite, non & possibile de-
durne che la probabilitd sia anche approssimativamente uguale alla frequenza
senza conoscere quale fosse a priori la funzione ecaratteristica del fenomeno.
Possiamo dire perd che col crescere del numero delle prove divengono sempre
meno restrittive le eondizioni che si debbono supporre verificate dalla funzione
caratteristica del fenomeno aleatorio perch® ne consegua che l’eguaglianza ap-
prossimata fra probabilitd e frequenza sussista.

Se si vuole, si potrd dire che: quanto maggiore & il numero delle prove,
tanto pill é fucile che la probabilitd e la frequenza siano approssimativamente
uguali. Ma alla frase « & facile» non si pud dare altro significato che quello
precedentemente ben chiarito. In nessun modo si pud ritenerlo sinonimo di
« & probabile », e tentare di tradurre il « tanto pilt & facile » in un’affermazione
precisa come « si pud rendere la probabilitda comunque prossima ad uno».

Cid parrebbe, prima ancora che errato, privo addirittura di senso.

§ 29. — Probabilitd delle cause.

L’altro caso particolare in cui studieremo i rapporti fra probabilitd ed espe-
rienza & il problema delle probabilita delle ipotesi o delle cause. Esso consiste
nel ricercare la probabilitd di un’ipotesi (0 « causa ») il cui verificarsi modifica la
funzione caratteristica di un fenomeno aleatorio, in base all’osservazione della
frequenza con cui il fenomeno s’ verificato in un certo numero di prove.

L’impostazione & ovvia. Se 1 & la funzione caratteristica del fenomeno
aleatorio, vy’ la funzione caratteristica dello stesso fenomeno subordinatamente a
una certa ipotesi, e la probabilita di quest’ipotesi & p, potremo subito determi-
nare la probabilita x che avra I’ipotesi dopo che su r -} s prove se ne siano pre-
sentate » di favorevoli. Infatti la probabilitd che 7 delle prime » | s prove siano
favorevoli e che l'ipotesi sia vera & uguale tanto al prodotto della probabilita

p dell’ipotesi per la probabilitad L__T_s 1’ che, subordinatamente, il fenomeno si

(") V. Levy, oppure CASTELNUOVO, Op. cit, Vol. I, Appendice, Art. II, n. 21.
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verifichi in 7 prove su » - 8, qﬁant.o al prodetto della probabilita [r _T_ s}w che
delle prime r |- s prove quelle favorevoli siano » per la probabilitd = che, .in
tal caso, 'ipotesi considerata sia vera. E si ha quindi

[48] x = -[ri'?l—t?’—
=p T ,
L+4w

Si vede di qui che un problema di probabilitd delle ipotesi ® pienamente
determinato quando e soltanto quando: & noto il fenomeno (& data la sua fun-
zione caratteristica), & nota la precisa intluenza dell’ipotesi (& data la funzione
caratteristica del fenomeno subordinatamente all’ipotesi), e & nota la probabilita
a priori dell’ipotesi stessa.

Altrimenti non ha senso.

§ 30. — Un esempio.

Un esempio che, pur riferendosi, per fissare le idee, all’abusato schema
delle estrazioni da un’urna, si avvicina discretamente al tipo dei problemi che
8si possono presentare nella pratica, & questo. Abbiamo un’urna A conte-
nente n palle tra bianche e nere, che vi sono state immerse da un individuo
il quale aveva a sua disposizione N—cn palle (¢ intero maggiore di 1), di euni
H = c I bianche e K — ¢ knere (H+- I{ = N, ossia h -+ k — n). Di tutte le ipo-
tesi possibili riteniamo che soltanto le due seguenti possano essersi verificate :

a) le n palle sono state scelte a caso fra le N disponibili ;

b) Pindividuo che prepard Purna ebbe cura di scegliere n palle in modo
da conservare le percentuali di palle bianche e nere (e quindi prendendo
palle bianche e & nere).

Conosciamo ancora la probabilita che hanno queste due ipotesi, siano o e p. Il
fenomeno consistente nell’estrazione di una palla bianca dall’urna A ha (Ofr. § 24)
la funzione caratteristica

¥ (8) = a p® (8) 4+ B v® (1)

i%t 1 . H ]\T——H i—'l.-t
w(ﬁ)(t):e , w(a)(t): Zl( )( )e

‘N l n—1
n

(essendo (IZY) ( ¥ — H) : (f:r) la probabilita che delle » palle estratte a sorte

ove

n—1
e immesse nell’urna ! siano bianche).
Dopo r | s estrazioni che diedero r palle bianche ed s nere, la funzione
caratteristica &

1 ;
H&wm:r7T;mLiJﬁ%Hﬁw@m+ﬁLiJMWRW¢WW

r--s )
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Derivando si ha, per =0, la probabilita di ottenere, all’ (r -}- s |- 1)-esima
estrazione, una palla bianca (determinazione di una probabilita a posteriori);
la probabilitd che le palle bianche siano state scelte a caso (ipotesi a) dopo r
estrazioni di palle bianche e s di palle nere &

o
r-4s v
(determinazione di una probabilitd delle ipotesi).
Per fare un’applicazione numerica, se I'urna contiene 6 -palle scelte fra 12,

che si avevano a disposizione, di cui 4 bianche e 8 nere, e si ritiene o — 2/3,
B=1/3:

r ] o)

Q..

it it it it 24t
3 1 6 3 Z 3
W =e" , yOO=—p914+8¢" 156" 8¢ o |

At gt At 28t
1 3 2 3

w(t)::-w%Z—i—lGes—I—G{Se +16c’ 426 ° ¢

Dopo. r | s estrazioni, di cui r diedero palle bianche, la probabilita del-
lipotesi b) (scelta non a caso) &

| 33.27 . 4¢
16.5° 163 .27 4* [ 16.87F¢ | 2.47.28 °

Dopo 6 estrazioni Vipotesi b) ha le probabilita

0,088.353 se si ebbero r-—6 palle bianche,

0,176.707 se r — 35,

0,279.3656 se r —4,

0,359.918 wse r—3,

0,389.812 se r —2,

0,3563.947 se r —1, e finalmente

0,260.018 se r — 0, ossia se si estrassero solo palle nere.

Al orescere del numero delle prove, la probabilitd dell’ipotesi b) tende rispet-
tivamente a *°/,,, **/,, o a zero a seeonda che la frequenza & compresa tra

(log */,) | (log °/;) = 0,243.579 e
(log */,) | (log 2) — 0,415.037,

¢ uguale a uno di questi due limiti, o & esterna.
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CAPITOLO QUARTO.

Classi d’eventi equivalenti.

§ 31. Classi d’eventi equivalenti.

Siano E, ... E, n eventi. Diremo che essi costituiséono una classe d’eventi
equivalenti se tutte le loro combinazioni m ad m hanno uguale probabilita
(m=0, 1,...,n). Precisando: il fatto che degli n eventi se ne verifichino m

s n s s gs os . . s .
pud avvenire in (m) modi distinti, quante sono le diverse classi di m eventi

che si possono formare con E, ... F,. La condizione caratteristica delle classi
d’eventi equivalenti & che tutte queste combinazioni abbiano uguale probabilita.
Possiamo anche dire che gli eventi £, ... E, sono equivalenti se la probabi-
litd delle loro combinazioni non varia permutandoli comunque 1’uno con l’altro.

B ovvio che ogni sottoclasse di una classe d’eventi equivalenti & classe
d’eventi equivalenti.

Una classe infinita di eventi E' si dird classe d’eventi equivalenti se &
classe d’eventi equivalenti qualunque sua sottoclasse finita. '

Eventi equivalenti sono certo e a fortiori eventi ugualmente probabili;
anche subordinatamente al verificarsi di uno o pit tra essi i rimanenti sono
ancora ugualmente probabili e costituiscono ancora una classe d’eventi equivalenti.

§ 32. Funzione caratteristica d’'una classe d’eventi equivalenti.

Se si ha una classe di n eventi (equivalenti o no) il numero di quelli tra
essi che si verificheranno & una variabile causale m capace di assumere sol-
tanto i valori 0, 1,..., n. Se si indicano v, ®, ..., ®, le probabilitd di que-
sti n 1 casi possibili (0, + ®, 4 ...+ 0w, =1), la fanzione caratteristica
della variabile casuale considerata sara

b= Fror

Nel caso di una classe d’eventi equivalenti, la probabilitd che gli eventi
) ®Om

che si verificheranno siano m eventi assegnati sara (n ) , poiché per ipotesi
m

tutte le (::z) classi di m eventi hanno uguale probabilita. Cosi varranno pure

ancora tutte le altre conseguenze di tale ipotesi, e in particolare la relazione
ricorrente [4], che ¢i dara le funzioni caratteristiche di una qualunque sotto-
classe formata con parte degli n eventi equivalenti. Le sottoclassi costituite di
m eventi avranno tutte la medesima faunzione caratteristica v, (f) che si deduce
mediante la [4] dalla v, (t) = (!). Due sottoclassi costituite dello stesso nu.
mero (finito) m di eventi appartenenti a una classe d’eventi equivalenti hanno
la stessa fanzione caratteristica. Lo abbiamo constatato per il ocaso che appar-
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tengano a una classe finita di eventi equivalenti; il caso in cui la classe d’eventi
pud essere anche infinita & solo apparentemente pit generale, perche due sot-
toclassi di m eventi appartengono sempre a una classe finita di non pin di
2 m eventi equivalenti.

Percid, se si ha una classe infinita di eventi equivalenti, tutte le sue sot-

m
tendera a una funzione limite 4 (£) quando m — co, Potremo dire la (), per
definizione, funzione caratteristica della classe infinita d’eventi equivalenti.

E allora vale anche per le sottoclassi infinite di una classe d’eventi equi-
valenti la proprietd che esse avranno tutte la medesima funzione caratteristica.

toclassi di m eventi hanno la medesima funzione caratteristica vy, (t), e wm(i)

§ 33. Campo di validita della precedente trattazione.

“In tutta la precedente trattazione, svolta pel easo dei fenomeni aleatori,
Punica ipotesi che entra in gioco in modo essenziale & ovviamente soltanto
quella d’avere una classe — potenzialmente illimitata — di eventi equivalenti.
Il fatto che essi siano altrettante prove distinte di un medesimo fenomeno non
ne & che un’interpretazione significativa.

La condizione che la classe non sia limitata non & peraltro necessaria se
non per far st che le funzioni caratteristiche 1, abbiano senso per m comun-
que grande; tutti i calcoli in cui intervengono le sole v, con m << n valgono
anche nel caso di una classe di n eventi equivalenti.

Quindi : il campo di validita della precedente trattazione & quello delle
classi d’eventi equivalenti; trattando di una olasse di n eventi non si hanno
naturalmente a considerare che le 1y, con m << n; i procedimenti in cui m si
fa crescere indefinitamente hanno senso soltanto nelle classi infinite,

§ 34. Classi infinite d’eventi equivalenti.

Nel caso di una classe infinita di eventi equivalenti valgono tutte, senza
eccezione, le proprietd dei fenomeni aleatori: non avremo quindi che a passare
in rassegna le pill notevoli per facilitarne la traduzione pel nuovo caso.

La percentuale degli eventi veri per n di essi comunque scelti & una va-
riabile casuale che tende a una legge limite quando n cresce indefinitamente. In
una successione infinita di eventi, si ha probabilitd 1 che la percentuale degli
eventi veri tenda a un limite, e, nel caso che il limite esista, & una variabile
casnale che obbedisce alla legge limite.

La classe degli eventi contrari (essa pure classe d’eventi equivalenti) ha
la funzione caratteristica K ; quando si sa che r eventi della classe sono veri
ed s falsi, ogni classe infinita formata coi rimanenti ha la funzione caratte-
ristica Rr Ss 4.

§ 35. Caso delle classi finite.

Un caso nuovo ci si pud presentare soltanto per le classi finite,
Se si ha una classe di % eventi equivalenti, si & visto che tutti i risultati
stabiliti valgono ancora purché .ci si limiti alle ¢, con m <Z n. E si dovra dire
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quindi ad esempio: la classe dei fenomeni contrari avrd la fanzione caratteri-

) t t . . ' . . .

stica ’, (-%—) =K wn(‘ ); quando si sappia che 7 eventi sono veri, s falsi,
"

la classe residua (di m —n — r —s eventi) avra la funzione caratteristica

Q' (e't) dove, posto (per k=0,1,...,1) Q¢ (2) =i (— tlog 2), Q' (2) si ot
tiene applicando ’operazione [33]:

8 1 )
Q’m(z): LTnZh( ) ( ) (," ’r-—l—h)! DT+th+r+h(Z);

e cosl di seguito.
Ma vi & una differenza essenziale che va studiata a parte.

n n
B ovvio che ogni funzione del tipo X, v, ¢/h! con w, =0 e 20,, w, = 1 (ti-
0

po che indicheremo Hp;) puo essere la funzione caratteristica di una classe di
n eventi equivalenti. B facile infatti costruire una classe di # eventi equiva-
lenti in modo che le probabilitd di vederne verificati 0,1,...,n assumano gli
n - 1. valori prefissi ©,,»,,...,®,. Volendo un esempio, si pensi un’urna U
in cui metteremo n palle tra bianche e _nere. Il numero delle palle bianche
-sarad 0,1,...,n a seconda che in un ’esperienza preventiva ove si hanno n 4 1
casi possibili E; si sia verificato K, F,,..., E,. Se si scelgono gli E; in modo
che le loro probabilitd siano o,...®,, le n successive estrazioni da U (senza
rimettere le palle estratte) costituiscono una classe di n eventi equivalenti la

cui funzione caratteristica & appunto 2,, wy eiht,

Invece le possibili funzioni caratterlstlche di una classe di n eventi che
sia sottoclasse di una classe di n |1, n + 2,... eventi equivalenti sono as-
soggettate a condizioni sempre pit restrittive; le diremo brevemente funzioni
caratteristiche del tipo H,, H;, ... Per le sottoclassi di una classe infinita &
necessario e sufficiente (‘) che siano soddisfatte le condizioni relative a una
sottoclagse di classe finita, comunque grande sia il numero d’elementi di que-
sta. Indicando H, le funzioni caratteristiche di una, classe di n eventi sotto-
clagsse di classe infinita, abbiamo cio® che H, & la parte comune (prodotto lo-
gico) di Hp, H;, Hy, . ..

1 ovvio che le H; sono le funzioni che si deducono dalle Hjy+, appli-
cando la relazione ricorrente [4’] tra le funzioni caratteristiche, le H; quelle
che si deducono dalle H, ., e quindi dalle H,,, e cosi via.

Servird da utile chiarimento un esempio evidente di funzione che pud es-
sere funzione oaratteristica di una classe di n eventi equivalenti, ma soltanto
se non sia sottoclasse di una classe di eventi equivalenti in numero maggiore.
Essa & v (1) = et (dove I pud essere 1, 2,...,n — 1), e corrisponde alla cer-
tezza che le prove favorevoli siano /; vale quindi ad esempio nel caso che da
un’urna contenente 1 palle di e¢ui & nere, le si estraggano tutte una dopo I’al-
tra. Ma la certezza (w{® =1) che su n prove quelle favorevoli siano h non

(') Quest’asserzione mi sembra ovvia, ma una dimostrazione rigorosa sarebbe forse de-
siderabile.
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puo aversi evidentemente se gli n eventi appartengono a una classe di eventi
equivalenti in numero maggiore, essendo assurdo che tutte le sottoclassi contenenti
n eventi possano contenerne esattamente i di verificati (a meno che per h — 0,
h = ; casi esclusi). Se da un’urna contenente pit di n palle se ne estraggono
n, non 8i pud mai esser certi (quali si siano le probabilitd delle diverse com-
posizioni) che quelle nere siano 7.

§ 36. — Integrazione dell’equazione fondamentale.

Il problema che siamo portati a considerare ¢i conduce pertanto allo studio
dell’integrazione della [4], considerata come eyuazione differenziale in Q, .
L’integrale generale dell’equazione differenziale

M+1)Q@E)=0+1)Qui1(g + (L —2) D Quyi(2)

(lineare, di primo ordine, non omogenea) &

[49]  Quy1()= (1 — z)r+1 [(n—}— 1)]9,, (2).(1 — 2)-®+2dz 1 C
0

Perchd Q,(¢) sia una H! & necessario e sufficente che C si possa deter-

minare in modo che i coefficenti di Q,; risultino tutti positivi o al pidt nulli.
Analogamente integrando pit volte si otterrebbe un’espressione del tipo

[50] Quin(@)=F @)+ C, (1 —zp+1 0, (1 —2r+2 ... L Cp(] —ap+h

dove I'(2) & funzione lineare di Q,(z). Perche Q, (¢*t) sia una H! & necessa-
rio e sufficente che C,... Oy si possano determinare in modo che i coefficienti
di Q. risultino tutti positivi.

Per il caso considerato nel precedente §, Q,(2) = 2", 'impossibilitd di pas-
sare, mediante un’integrazione, a Q,,; risulta direttamente dalla [2]:

—h 41
n) — _ (”+1) + —— o*+1D
On n+1 1 Or
che, essendo w{*+D 4 it <1, da, per h=1,2,...,n — 1:

o™ < 1.

§ 37. — Sottoclasse finita di classe infinita.

Il caso pil interessante e che vale la pena di studiare proseguendo il cal-
colo sino in fondo & quello delle sottoclassi finite di una classe infinita. Tale
ricerca si riconnette poi allo studio dei fenomeni aleatori, perchd la condizione
necessaria e sufficente perché una funzione possa essere la funzione caratte-
ristica di una classe di n prove di un fenomeno aleatorio & appunto quella di
appartenere al tipo H, .

Si pud seguire per questo caso un metodo diretto.
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Sappiamo che la condizione che caratterizza le funzioni caratteristiche di
fenomeni aleatori (o, il' che & indifferente, di classi infinite di eventi equivalenti)
d che la corrispondente funzione di ripartizione @ (£) sia nulla per E<<0e=1
per £> 1. Sappiamo che la conoscenza di vy, equivale alla conoscenza dei primi
7 -+ 1 momenti ‘mg» o) ooy of) (efr. la [10]). 8i tratta dunque di determi-
nare le condizioni necessarie e sufficenti perch® esista una distribuzione di masse
tutta contenuta nellintervallo (0,1) e che dia lnogo agli n 1 momenti of?,

of,...,o®: ¢i si pud basare a tal mopo sulla considerazione dei polinomi che

intervengono nella risoluzione del problema dei momenti (CASTELNUOVO, 0p.
¢it., V. II, Appendice, Art. IL, n. 5 e sgg.).

Nel caso di n dispari (n— 2k —1), condizione necessaria e sufficiente
perché una funzione 1, possa essere funzione ecaratteristica di una sottoclasse
di n tra infiniti eventi equivalenti, o anche di una classe di n prove di un fe-
nomeno aleatorio, & che il polinomio

1 E g2 O -

0 1 2 k
of o) o ... o)
fEO=] o o o ... o -|-—‘-ll)

. . . . . . . . . . . .

k—1) o) @k+] 2% — 1
of = of) oftd ... offZ)

abbia tutte le radiei nell’intervello (0,1) (estremi inclusi) (*)

Il caso di n pari (n ==2k) si pud ricondurre al precedente osservando che,
perch® esista una distribuzione di masse comprese nell'intervallo (0,1), e i oui
primi 2k +1 momenti siano 1, o{V,...,0Z",

a) ® necessario che esista una distribuzione contenuta in (0,1) e i cui
primi 2 %k momenti siano 1, o{V,,.., 0Bl ;
b) & necessario e sufficente che, almeno per un valore di o2k, esista
una distribuzione contenuta in (0,1) e i cui primi 2% -}-2 momenti siano 1,
1 2k) k41 (3
oV, ..., o@R , o@kED (7).

(') 8e la condizione non @ sodisfatta, nessuna distribuzione di masse in numero finito avente i
dati momenti ® interna all’intervallo (0,1) (CASTELNUOVO, 1. ¢c., n. 8 : fra due radici di on ve n’®
una e una sola di wn—2). A una distribuzione di infinite masse si pud sostituire coll’appros-
simazione che si vuole una distribuzione di masse in numero finito; eseguendo il passaggio
al limite in modo opportuno si pud escludere anche Vesistenza di una distribuzione di masse
qualunque.

La condizione » quindi necessaria. Che sia sufficente ovvio, perchd se le radici sono in-
terne all’intervallo, esse stesse, prese con pesi opportuni, danno una soluzione del problemsa.

(*) Sfruttando la proprietd dimostrata nel § 3 della Sun Memoria Sul problema dei mo-
menti (« Boll, Ist, It. Attuari», 1930, n. 2) dal CASTELNUOVO si vede facilmente che la condi-
zione necessarin e sufficiente, nel caso di n = 2k, & 'analoga della precedente per n =2k - 1

uando nel determinante si sostituisca ovunque ad m(o), m(‘),. . m(Zk: )" ordinatamente
q _ 0 1 2%k —1
u)(ll), m.(}), co wg‘k). Quella proprietd assicura infatti che se esistono dei gruppi dell’involuzione

Ik 41 (soluzioni del nostro problema al variare del momento (2k - 1)-e#imo) gompresi in (0, 1),
tale @ certamente gquello che contiene 1’ofigine; cercando i punti coningati dell’origine si arriva
all’equazione considerats, che 3 la [19] del CASTELNUOVO, ossia la [9] per E, =0.
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APPENDICE,

Teorema d’esistenza pef la legge limite.

1. — B noto che se la funzione caratteristica di una legge variabile tende
uniformemente in qualunque intervallo limitato verso la funzione caratteristica
di una legge fissa, anche la funzione di ripartizione della legge variabile tende
alla funzione di ripartizione della.legge fissa (n. 21) (")

Rimaneva perd da vedere se fosse effettivamente necessario postulare, come
si fa in tale enunciaty, I’esistenza di una legge limite corrispondente al limite
della funzione caratteristica, o se non era possibile invece dimostrare che il
fatto stesso dell’uniforme convergenza a un limite della funzione caratteristica
implica necessariamente ’esistenza di una legge limite.

B appunto di tale teorema d’esistenza della legge limite, di notevole im-
portanza di per 8¢, e per noi necessario nel § 8, che ci occuperemo in questo
articolo; lo risolveremo pienamente, e in senso affermativo (*).

2. — Dall’Oss. al n. 18 scende (°) che, fissato comunque piccolo & ponendo
¢= %, ¢ risulta sufficentemente grande percheé (%)
20 +e
5ol 2o oea oo 2] (o] <
— o0 —c

quali si siano la funzione di ripartizione ® e il numero a. Scelto in tal modo
¢, risulta pure che

+e¢
2] ‘2 % (@ (@) — (0] — 2 f sen @

X
-

<&

[@(y) — P (0)]d=

e quindi, essendo

[+ ) =0 (H)=lo(y+ L) —ow|-[¢(Z) 20| +[r w00

() I richiamo «n, 21 » e gli altri nel seguito si riferiscono ai numeri dell’Art. II in
Appendice al Calcolo delle Probabilita del CasTELNUOVO. I richiami con «§» rimandano ai pa-
ragrafi di questa memoria.

(®) Il LEvY sembra affermi a p. 202 tale risultato, e sembra ne ritenga snperflua la dimo-
strazione, ma il suo ragionamento nmon mi pare sufficiente,

(®) A rigore, scende solo per i ¢ multipli di 2 x, ma tale restrizione si toglie agevolmente.

-0 4-a

*n simbolo/ significherd sempre lim (valore principale secondo CAUCHY).

@G =00

-_ 00 —_—a
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sara ancora per qualunque @, come si ricava sommando

oo

senx
2.
z
— OO

oo 2)-ofaor—a o 2]

— ¢

e '
'+2[8”Zx[®(%) —(I)(O)]-——2n[(l>(g/)'—‘l‘(0)l<2e
.'-—G
e finalmente
o0
B |2xi0@ —0©) - f;“ [@(y4'—%> - @(%)}dx <
‘ — 00
+¢c +ec N
. sen T\ & [ senz LAY
<Je—{—l[ — [@(y—{—-;;) @(y)]dw f p. [(If(a) (D(O)]tlz .
Te “e
3. — Suapponiamo ora che la funzione di ripartizione ® ammetta in ogni

punto densitd limitata non superiore a un numero finito p, cosl che si abbia
(per ogni ¥ e ogui ):

[4] | @(y—+h) -2@I<|h|p

Allora
+e +e
ol )] <t Jromer o< 22 <
Ze Ze

pur di prendere

a Zpo :8?.

€ €

Con cid risulta che per ogni funzione di ripartizione ® a densita limitata
non superiore a p

<4¢

5]  |2x[®@)—o©)]— 2/8"’;‘” [Q(g+i>—~d)(%)]dx

a

— 00

purche «a 2;88—3”- Ricordando che, se v (f) & la funzione caratteristica della ®

si ha (n. 18).
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[ ) en [ o

risulta finalmente che nelle stesse ipotesi :

: ta
‘] — eyt
[6] 2:1:[@(3/)—@(0)]—j+w(t)dtl<4e.
—a
4. — Se @, e @, sono dne funzioni di ripartizione, entrambe a densita

limitata non superiore a yu, abbhiamo per differenza

7] | 2 [®, (3) — D, ()] — 2x[D, (0) — &, (O] | =
——-l2n[<1>. ) — ©, (0)] — 2 [®, (y) — @2<0>{<

<8e- lf " — v, @] de].

Sia ora ®, ®,...D,... una successione di funzioni di ripartizione le cui
funzioni caratteristiche v, y, ...yy... tendano uniformemente in ogni regione
finita dell’asse reale a una funzione limite 1) : si possa ciog, assegnati comunque
b e @, determinare N tale che per n > N sia sempre

[8] W (E) —wa(t) | <O
per ¢ reale e |t | <<a.

Consideriamo dapprima il caso in cui tutte le @, abbiano densitd limitata
non superiore a un numero finito p. Fissati ¢ e 0, scelto « > —%z&, e succes-
sivamente N in modo che, per tali valori di @ e di 0, sussista la [8), si ha
che, per n > /V, m > N, & pure

(9] | W (8) — m (£) | << 26
in tutto il segmento reale — a <<t << a,

e la [7] @ soddisfatta dalle due funzioni ®» e @, :

1 — e—lyt
it

[10) |22 [®u(y) — Bu(O)] 2 [Dm (5) (O)]l<bs—}—26/ .

-—a

Il secondo membro si pud rendere piccolo ad arbitrio fissando opportuna-
mente prima ¢ e poi 0; cio basta a provare che, per un dato Y, la successione
@, (y) — Pa(0) tende, al crescere di m, a un limite che sard certo funzione non
decrescente di .
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5. — Esso tenderd a sua volts, per ¥y — + co, a due limiti la oui diffe-
renza non potrd superare 1, e precisamente & ugunale o minore di 1 a seconda che
®, (y) — @y (0) tende al limite in modo uniforme per ogni y oppure no. Di-
mostriamolo. Se la tendenza al limite & uniforme, fissato comunque ¢, scelto n
in modo che, qualunque sia y, ®n(y) — ©,(0) difterisca dal proprio limite per
meno di &, e presi successivamente y, e y, in modo che D, (¥,) — O, (y,) dif-
ferisca da 1 per meno di &, avremo che la differenza dei limiti di @ (y,) — Pu(0)
e ®,(y,) — ®,(0) differird da 1 per meno di 3 e. Reciprocamente, se la diffe-
renza dei limiti & 1, ®,(y) tende uniformemente a

lim lim

P (=, " [0aly) — Cw@— (9. — . (0]

= —ocon=
infatti- D, (y) — Pn (0) tende a Poo (y) — Poo (0), scelti quindi y, y, in modo
che Poo (y,) — Poo (y,) differisca da 1 per mono di ¢, e fissato n cos che, nei
punti y =y, & ¥y =19,, Pu(y) — @n(0) differisca da Poo(y) — Pco (0) per meno
di e, Dn(y,) — @u(y,) differisce da 1 per meno di 3 ¢, ed essendo 0 < o, (y)< 1,
®,(y,) differira per meno di 3e¢da 0 e ®,(0) differira da Poo (0) per meno di
4¢; ®,(0) tende dunque a ®oo(0) e cid implica che per qualunque ¥ .

Dy () = Pu (0) + [P () — 4 (0)]

tenda a ®oo (y). Le @, sodisfanno la restrizione [4], e altrettanto si pud quindi
affermare per la ®oo, loro limite. Cid prova che la funzione di ripartizione
®oo & continua: allora vale il teorema di POLYA (n. 3) che assicura dell’uniforme
convergenza.

La [10] non permette di asserire che nelle nostre ipotesi la convergenza
gia uniforme, perchd il secondo membro dipende da y & cresce indefinitamente
con y. Tralasciando di esaminare a parte se e in quali ipotesi la.convergenza
non uniforme sia effettivamente possibile, & certo che in tali casi non si pud
parlare di legge limite di probabilitd : ammettendo anche che @, (y) tendesse
(non uniformemente) a Poo (), il fatto che

lim lim

Doo (¥)

y:OO —y:—-—

oo Do () <1

escluderebbe gia che ®oo possa essere una funzione di ripartizione (almeno nel
senso ordinario).

Osserviamo soltanto per ora che condizione necessaria e sufficiente perch®
la convergenza sia uniforme & che le ®, (y) tendano uniformemente a zero quan-
do y tende a — co e tendano uniformemente ad 1 quando y tende a - co.

6. — In questo caso possiamo asserire (n. 21) che la fonzione caratteri-
stica di Poo & la Y (8) = n Zloo Pu (£), e otteniamo cosi la espressione di Qoo (y):
foo
Doo (g) — Do (0) = - f L= v ar.

- 00
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Ricapitolando : se al crescere di n la funzione caratteristica Vs di una legge
variabile ®, tende uniformemente in ogni regione finita dell’asse reale a una
funzione limite 1, e se le ®,(y) hanno tutte densitd limitata non superiore a
un certo namero p., e tendono wuniformemente a 0 per y— —co ed a 1 per
Yy — -}~ co, integrale

+ oo .
1— eyt
———iet———lp(t)dt

— 0

esiste sempre, e la legge variabile tende alla legge fissa ®oo (y) di cui v (¢) &
la funzione caratteristica,

7. — Cerchiamo di togliere la restrizione finora posta, che le ®, abbiano
densitd uniformemente limitate, Componendo la variabile casuale Xn, che ha
funzione di ripartizione ®,(z), colla variabile ausiliaria Yy che ha densita co-

1 ..
stante p nell’intervallo ( - 1,0), dove l — — , e densitd nulla altrove, si ottiene
]

una variabile casuale Znu— Xn-}- Yy la cui funzione di ripartizione ®n,y (2)
¢ continua e ha densitd mai superiore a p (n. 20). La funzione caratteristica
@ Y, (1) = yn (0). xu(?), dove yu & la funzione caratteristica di Yu, ed @ una
funzione intera. _ '

Poiché per ipotesi Yn al crescere di n tende uniformemente in ogni inter-
vallo reale verso una funzione limite Yy, cosl yn,u tendera uniformemen-
te verso la funzione v yu. Ora, fissato U, la successione di variabili casuali
Zn,u sodisfa le ipotesi precedenti purché sia uniforme la tendenza rispettiva-

mente a 0 e ad 1 di ®,(y) per y — + co, e quindi ®u,u(2) tende uniforme-
mente, al crescere di n, verso ®ooy, dove

+ oo .
: 1 [1— eist
(1] Do () — Pacp (0) = / O dt.
‘ T 1t
— 00
8. — Teniamo ora fermo z, e facciamo tendere pad co, Di ®oo,u(2) con-

sideriamo il massimo e il minimo limite per p—- oco: otteniamo due funzioni
non decrescenti di 2 che hanno uguali limiti destro e sinistro. Per dimostrarlo
facciamo vedere anzitutto che se y>z

mazx lim min lim
= co (Doo’l" (.’E) = w= co (DOO:P»(?I) .

Scelto ¢ ad arbitrio, si prenda pi maggiore di —3—/—1— e tale che Poo,ji(7)

. max lim . s
superi = oo oo, (¥) — ¢, © successivamente si fissi N cosi che per n > N

®n,ii (7) differisce per meno di ¢ da ®oo,ji (). Per proprietd note (n. 20) esi-
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sterd un numero £E<1/p <y — z tale che ®,(y) = ¥n,i (y — &), e, risultando
y— E> z , q)’hﬁ (23) = (D”;!-"(y - E) ’

max lim

[12] Pu(g) = Paf@ =" " Poopu (@) —2e.

o0

Per le stesse proprietd (n. 20) si sa che, qualunque sia p, Pn,p (2) = Py (2)
in ogni punto z. Quindi per n >> N e per n arbitrario:

max lim X
On,p (y) = b= oo DQoo,p (2) — 2 ¢ ;

tenendo fisso nu e facendo tendere n all’infinito si ha

Do, (4) = mazx lim Boop () — 2 ¢ ;

p,:OO

valendo tale disugnaglianza per p qualunque, e potendosi supporre ¢ piccolo a
piacere, ne scende senz’altro

min lim max lim
[13] b= oo Doo,p (y) = b= co Poo,p (7) c. d. d.
9. — Facendo tendere y ad z:
lims { min lim max lim
g 1 e Do (9) %z T e Qoo @)

e poiche il limite sinistro del limite sinistro & ancora il limite sinistro

mazx lim
p, _—= 0

min lim

lims
Doo,u (¥)

y—=z

= lims

y== q)oo;!“ (y)

p,:OO

da cuni, non potendo evidentemente sussistere la relazione >, scende necessa-
riamente

lims | min lim

lims Smax lim
y=z| p=o0

y:x' =00

[14] Doo,p (y) 2 = Doo,p () % .

Facendo tendere nella [13] z ad y e procedendo allo stesso modo si ha

ancors
limd (min lim limd (maz lim
[15] y=x p,:ooq)"ofp' (y)i—y:x%y:oo q)“’o»l‘« (y)z
Ponendo
1 [lims {max lim ) |, lmd \min lim \
(I),x,,oo(:t)__ _‘Z—[y:x p=—co P, p(?/)s +y:x7 p—oco (D°°’ I"(y)s
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8i _ha una funzione che ha ancora lo stesso limite destro e sinistro delle pre-
cedenti, non & mai decrescente, e tende a 0 e 1 quando z tende a + co (come
segue facilmente dall’ipotesi stabilita che la tendenza rispettivamente a 0 ed 1
di @, (y) per Yy — -+ co sia uniforme). ®oo,00 sard al pin discontinuo in un in-
sieme finito o numerabile di punti, in eui ha per valore la semlsomma dei Ili-
miti destro e sinistro, ed & quindi una funzione ‘di ripartizione.

Dimostriamo ora che nei punti in cui P00 () & continua si ha

lims :
n == co (I) ( )— 20,00 (x)7

e in generale si ha

lims min lim max lim lnnd

- <I)oo,oo = ___ (D (€3 )S (I),,( )S oo,oo (-

y—z n— =z

min lim mazx lim

La [12] mostra infatti che " — oo ®, (y) < L= oo Poo,p () — 2 ¢ es-

sendo x <y e € > 0 arbitrario, da cui
min lim lims (max lim lims
el e = M e, @)= G @)
Dalla @, p‘(?/)2__@ (v) scende poi @, " (y)z maz lim <D (y) per qualunque
u, € quindi '
- mazx lim max l’im hmd

[17] oo L@ ="" Mg, @)= [T 0n @)

y

10.
alla legge limite ® — ®ooco (nel senso in cui la tendenza al limite va intesa
per le funzioni di ripartizione, come & spiegato dal LEVY, op. cit., a pag. 194);
6id implica di per 8¢ (LEVY, p. 195) che la funzione caratteristica corrispon-
dente a ® & la v () cui tende per ipotesi vy (), @ possiamo quindi rispondere
affermativamente alla nostra questione mediante il seguente

TEOREMA.

Se si ha una successione di leggi di probabilita le cui funzioni carat-
teristiche tendono uniformemente in ogni intervallo limitato verso una fun-
zione limite v, e per le quali la predbabilita di valori superiori in modulo a
x tende uniformemente a zero al crescere di x, la successione tende a una
legge limite, di cui v, di conseguenza, é la funzione caratleristica.

Analiticamente, cido significa che esiste, & reale, mai decrescente, e ha va-
riazibne totale (da — co a —+ oo) == 1, 'integrale

1 (11— eivt
P [ v

-— 00
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considerato come funzione di y; postolo uguale a & (y) — P (0), ove P (0) @
tale che y_hm o ®(y)=0, si ha che ®,(y) — P (y) per ogni y all’infuori,
tutt’al pid, dei punti di discontinuita, che costituiscono, nella peggiore delle
ipotesi, un insieme numerabile. L'importanza di tale possibile eccezione appare
del resto concettnalmente nulla se si pensa che & soltanto per effetto di una
convenzione che nei punti di discontinuitd si prende come valore della ® la se-
misomma dei limiti destro e sinistro.

11. Nel caso che interessa la nostra precedente ricerca, e cioé per le funzioni
caratteristiche di fenomeno aleatorio, pud avere perd qualche interesse osser-
vare che l'eccezione accennata non si verifica mai, e ciod che la ®, tende a ®
anche negli eventuali punti di discontinuita.

Rammentiamo che se si ha un fenomeno di probabilitd costante p la legge
delle frequenze tende alla distribuzione gaussiana simmetrica rispetto a p, e
quindi in tal caso n Tnoo D, (p)= % . Il pid generale fenomeno aleatorio per
oui la @ (y) ha una discontinuitd per y = p si ottiene combinando (nel senso
del § 24) il fenomeno precedente e uno che non presenta discontinuitd per y — p.
E si vede senz'’altro che

1 [limd lim:
Bu(r) = |y Q@+ o B ()] =0 ()

lim

0N =00
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